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Vorwort

Dieses Vorlesungsskript basiert auf der Vorlesung Numerische Mathematik 1 fiir Studierende
der Technischen Mathematik an der Technischen Universitit Graz, die ich erstmals im Winter-
semester 2004/2005 gehalten habe. Der Umfang umfat 3 SWS Vorlesung und 1 SWS Ubung.
Parallel dazu habe ich die Vorlesung Technische Numerik fiir Studierende der Mechatronik im
Maschinenbau (2V, 1U) gehalten.

Die Numerische Mathematik beinhaltet die Entwicklung, Analysis, Anwendung und Implemen-
tierung von Algorithmen zur niherungsweisen Losung von komplexen Aufgabenstellungen aus
verschiedenen Bereichen der Natur— und Ingenieurwissenschaften, verstirkt auch aus den Wirt-
schaftswissenschaften. Fiir Existenz— und Eindeutigkeitsanalysen bzw. fiir Konvergenzuntersuchen
werden funktionalanalytische Methoden benutzt, wihrend Methoden der Numerischen Linearen
Algebra bei der Losung linearer und nichtlinearer Gleichungssysteme sowie von Eigenwertpro-
blemen zum Einsatz kommen. Dariiber hinaus erfordert die Implementierung der Algorithmen
entsprechende Kenntnisse aus der Informatik.

Die Losung eines Anwendungsproblems fiihrt von der Beschreibung des realen Prozesses auf ein
analytisches mathematisches Modell, das oft durch gewthnliche und partielle Differentialgleichun-
gen beschrieben wird. Da dieses in der Regel nicht geschlossen 16sbar ist, miissen geeignete mathe-
matische Ndherungsverfahren zur Bestimmung eines endlichen Ersatzproblems hergeleitet werden.
Daraus abgeleitet wird ein numerischer Algorithmus zur Bestimmung einer Niherungslosung. Bei
der Untersuchung der Stabilitdt und Konvergenz der Folge von Naherungslésungen sind mdgliche
Fehlerquellen wie z.B. der Modellierungsfehler, der Verfahrensfehler sowie Eingabe— und Run-
dungsfehler zu beriicksichtigen. Letzteres ist bei der Fehlerfortpflanzung zu beachten.

Die Vorlesung Numerische Mathematik 1 umfafit zunichst die Grundlagen der Numerischen
Mathematik,

— Approximation und Interpolation von Funktionen,

— Numerische Integration,

— Losungsverfahren fiir Lineare Gleichungssysteme und nichtlineare Gleichungen,
— Rand- und Anfangswertprobleme fiir gewShnliche Differentialgleichungen.

In der anschlieflenden Vorlesung Numerische Mathematik 2 steht dann die Numerik parti-
eller Differentialgleichungen, insbesondere die finite Element Methode, im Vordergrund. In wei-
terfiihrenden Vorlesungen werden dann weitere Aspekte der Numerischen Mathematik vertieft.
Mein Dank fiir das Erstellen grofler Teile des Manuskripts in Latex gilt Frau B. Poltl. Ich hoffe,
daf} das Skript gern zur Hand genommen wird und eine gute Basis fiir die Beschiftigung mit der
Numerischen Mathematik darstellen wird.

Graz, Marz 2005 0. Steinbach
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Kapitel 1

Approximation

Die polynomiale Approximation von Funktionen dient einerseits der Verarbeitung von experi-
mentellen Daten, d.h. fiir eine gegebene Punktmenge {(z;, f;)}1-, ist eine geeignete funktionale
Darstellung f,,(x) zu finden, andererseits erméglicht die Approximation einer gegebenen Funktion
f(z) durch ein Polynom eine einfache Realisierung von Differentiation und Integration. Spiter
werden diese Konzepte zur Approximation von Funktionen auch zur Lésung von Anfangs— und
Randwertproblemen gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen eingesetzt.

Gesucht ist eine allgemeine Darstellung der Form
n
fa(@) = arpr(z)
k=0

mit linear unabhingigen Basisfunktionen {y;}7_, und zu bestimmenden Zerlegungskoeffi-
zienten aqg,...,a,. Diese sind durch eine geeignete Approximationsmethode aus den gegebenen
Daten f; bzw. aus der gegebenen Funktion f(z) zu bestimmen.

1.1 Interpolation

Gegeben seien n+ 1 Paare (z;, f;),i =0, ..., n, mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen z; # x;
fiir i # 5.
Gesucht ist eine Funktion

n
fal@) = arpr(a),
k=0
die in den Stiitzstellen z; die Interpolationsgleichungen
n
folz:) = Zakcpk(x@-) =fi=f(x;) fir i=0,...,n
k=0

erfiillt.
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Je nach der Wahl der Basisfunktionen ¢}, unterscheidet man dabei in
e polynomiale Interpolation,
e trigonometrische Interpolation,
e stiickweise polynomiale Interpolation (Splines).

Zu bestimmen sind die n + 1 Zerlegungskoeffizienten a; aus den n + 1 Interpolationsgleichungen
n
Zak‘Pk(xi) =f; fir i=0,...,n.
k=0

Diese entsprechen dem linearen Gleichungssystem

wo(®0) .- @n(zo) ag fo

wo(®n) - @nlTn) an fn
bzw. Aa = f mit der Systemmatrix A € R tDx(+1) ynd den Eintriigen
Ali k] = op(z;) fir i,k=0,...,n.

Die Zerlegungskoeflizienten ay, sind genau dann eindeutig bestimmt, wenn das lineare Gleichungs-
system Ag = f eindeutig losbar ist. Zu untersuchen sind deshalb die Eigenschaften, insbesondere
die Invertierbarkeit, der Systemmatrix A in Abhingigkeit der konkret gewihlten Basisfunktionen

{9019}?:0-
1.1.1 Monome
Betrachtet werden als Basisfunktionen zuniichst die Monome

op(z) =2% fir k=0,...,n

bzw., siehe auch Abbildung 1.1,

900(1.) = 17 901('7:) =T, 902('7:) = a“27 R (pn(m)

T .

1
I

0.5+

02 04 06 08 1

X

Abbildung 1.1: Monome ¢ (z) = 2* fiir k =0,1,2,3.
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Fiir die Eintrige der Systemmatrix A folgt dann

Aliy k] = pp(z;) = ¥ fir i,k=0,...,n

bzw. ist )

n

1 =z a:g g

n

1 =1 =7 ]

A= . :
2 n
1 =z, =z Ty,

eine Vandermonde-Matrix. Fiir diese gilt (vgl. Ubungsaufgabe 1.1.)

detA = H(x] — ;).

1<J

Fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen z; # =; fiir alle 4 # j folgt somit detA # 0 und damit die
Invertierbarkeit der Systemmatrix A. Damit ist das lineare Gleichungssystem Ag = f und somit
die Interpolationsaufgabe eindeutig 1sbar. Es zeigt sich jedoch, dass die Systemmatrix A schlecht
konditioniert ist. Zu kliren ist dabei zunichst der Begriff und die Bedeutung der Kondition einer
Matrix.

Bei einer schlecht konditionierten Matrix A fiihrt bereits eine kleine Stérung der rechten Seite f
zu einer grofien Stérung des Ergebnisvektors a = A~1 f. Diese Instabilitidt kann durch die in der
Gleitkomma-—Arithmetik auftretenden Rundungsfehler noch verstérkt werden.

Beispiel 1.1 Die Lisung des linearen Gleichungssystems

(212 (3)- (2)

x= i[(1+s)a—(1—5)b], y = 4_15[(1 +s)b—(1+5)a].

mit € > 0 ist gegeben durch

Fiira=b=2 folgt

z=y=1,
wdahrend fira =2 undb=2+§
1+e¢ 1—¢
v + 2 Y 4e

gilt. Eine Storung der rechten Seite um § zieht also eine Stérung der Lisung um (’)(g) nach sich.

Die Kondition einer gegebenen Matrix A kann durch die spektrale Konditionszahl charakte-
risiert werden. Hierzu wird eine beliebige Vektornorm in IR"*! betrachtet, z.B. die Euklidische

Vektornorm
n 1
3
llla = (Y- u?)”

i=0

Die durch diese Vektornorm induzierte Matrixnorm ist

|[All2 = sup —
0#uc Rn+1 [[al]2

Wegen
||A@||g = (Au, Au) = (ATA@’ u) < Amaz (ATA)(% u) = )‘maw(ATA)”@”g
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und

|| Au = (ATAu,, . 1 .0) = Amas(ATA) (W, 00 U s

—mazx’=mazx —=mazx’) =mazx

= Az (ATA) [|w

maw“g

2
ma:c”Z

All2 = v/ Amae AT A) = Omazx ATA ’
|

wobei 0,4, (AT A) den groBten Singulirwert von A bezeichnet. Die spektrale Konditionszahl der
Matrix A ist dann definiert durch

folgt

k2 (A) = |All2 - [|[A7[o-
Fiir eine symmetrische und positiv definierte Matrix A folgt

)\maz (A)

Beispiel 1.2 Die Eigenwerte der in Beispiel 1.1 betrachteten Matriz
[ 1+e 1-¢
A= ( 1—¢e 1+4¢ )

)\1 (A) = 2, )\2 (A) = 2¢

r2(A) =

sind durch

gegeben. Damit ergibt sich fiir die spektrale Konditionszahl

Amac(A) 1

K/Q(A) - )\mzn(A) B E

1.1.2 Lagrange—Polynome

Die Monome ¢y, (z) = z* bilden den linearen Raum der Polynome vom Grad n,

IT,, = span{ioi}izo-

Jedes Polynom f,, € II,, mit maximalen Grad n kann also als Linearkombination der Basisfunk-
tionen ¢y, dargestellt werden,

ful) =) arpr(z) =Y ar®.
k=0 k=0

Der Ubergang zu einer anderen Basis,

I, = span{¢x }{—o,

ermoglicht fiir das Interpolationspolynom den Ansatz
n
fal@) = byt ()
k=0

mit zu bestimmenden Zerlegungskoeffizienten by, k = 0, . ..,n. Die zugehorigen Interpolationsglei-
chungen lauten dann

In(zs) = Zhﬂﬁk(%) =fi fir i=0,...,n.
k=0



1.1. Interpolation 9

Die Basisfunktionen 1y sollen nun derart gewahlt werden, so dafl das resultierende lineare Glei-
chungssystem Ab = f besonders einfach zu 16sen ist. Aus der Forderung

1 firi =k,
‘”’“("“)—{ 0 firiAk
folgt dann
b =fr firallek=0,...,n
und somit

ful@) = 3 Futbule).

Dies motiviert die Definition der Lagrange—Polynome, vgl. Abbildung 1.2,

n
xr—X;
j=0,5k "R T

0.8
0.6
0.4+

0.2

-1 08 -06 -04 —02 0[\_ 02 04 06 08 1

X

Abbildung 1.2: Lagrange—Polynome Ly (z) fiir zo = —1, 21 =0, 22 = 1.

Die Lagrange-Polynome {L;};_, bilden eine Basis im Raum II, der Polynome vom Grad n
(vgl. Ubungsaufgabe 1.2.).

1.1.3 Abschitzung des Interpolationsfehlers
Fiir eine gegebene Funktion f bezeichne f, € II,, das Interpolationspolynom mit
f(.’L'z) = fn(m,) firi=0,...,n.

Dabei seien die n + 1 Stiitzstellen x; € [a,b] in einem beschrinkten Intervall [a, b] gegeben. Ab-
zuschétzen bleibt der Fehler

en(z) := f(z) — fn(z) fir z € [a,b].
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In den Stiitzstellen x = x; folgt aus den Interpolationsgleichungen
en(2i) = f(zi) — fa(z) =0 firi=0,...,n.

Fiir beliebiges Z € [a,b] mit T # z; fiir i = 0,...,n sei
n
9a(7) = en(z) — H(m - ;)
7=0

eine von einem skalaren Parameter a € IR abhingige Funktion. Fiir diese gilt nach Konstruktion
9o(z;) =0 fiiri=0,...,n.

Wegen T # x; fir i =0,...,n ist

7=0
wohldefiniert und es folgt
Damit hat die Funktion g5(z) im Intervall [a, b] n+2 voneinander verschiedene Nullstellen zg, . .., 2,

und Z. Nach dem Satz von Rolle besitzt dann g5 (z) in [a, b] n + 1 Nullstellen und durch rekursives
Anwenden folgt, daf g("+1)(x) in [a, b] eine Nullstelle £(Z)€ [a, b] besitzt. Fiir diese ist

a

0 = o (@)
drt!

= @) - ) - a [ - )]
=0
_ f(n+1) (f(i)) —a (n + 1)‘

und somit

Damit gilt fiir den Interpolationsfehler die Darstellung

1
(n+1)!

en(T) =

1o (@) [[@ - 2y), fir 3 € [a,b], & # 2.
§=0

Wegen e, (z;) = 0 bleibt dies offenbar fiir alle z € [a, b] richtig. Daraus folgt fiir den Interpolati-
onsfehler die Abschitzung

max |f(z) - fa()| !

z€la,b] - wrg[%] (n+1)!

709 (¢@) [ =)
=0

1
< (n+1)
S Gy e [ @)

max] ﬁ(az — ;).

b
z€[a, i

Diese Fehlerabschitzung zeigt, dass die Wahl der Stiitzstellen z; wesentlich fiir die Giite der
Approximation f,, ist, siehe das folgende Beispiel von Runge.
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Beispiel 1.3 Die Interpolation der Funktion

fir xe€[-5,+5]
in den gleichmdfig verteilten Stitzstellen
104

x;=-5+— firi=0,...,n
n

ergibt die in Abbildung 1.3 fiir n =5 und n = 10 dargestellten Interpolationspolynome mit den in
der Nihe der Randpunkte £5 auftretenden Oszillationen.

2

1.5+

1

0.5

1
Abbildung 1.3: Interpolation der Funktion f(z) = 112

Dies motiviert die Wahl der Stiitzstellen z; in einer solchen Weise, so dafl
n
max | | | (z — ;)|

z€[a,b] i—=o

minimal wird. Die Losung dieser Minimierungsaufgabe beruht auf den im folgenden Abschnitt
behandelten Tschebyscheff-Polynome.

1.1.4 Tschebyscheff-Polynome

Der Raum II,, der Polynome vom Grad n kann neben der Beschreibung durch die Monome bzw.
durch die Lagrange—Polynome auch durch die Tschebyscheff-Polynome T} (z) charakterisiert
werden. Diese werden rekursiv definiert durch

T()(.’L') = ].,
Ti(z) = =,
Tii1(x) = 22Tp(z) —Tr 1(z) firk=1,2,... .
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24

Abbildung 1.4: Tschebyscheff-Polynome T}, () fiir ¥ = 0,...,4.
Lemma 1.1 Fiir xz € [-1,+1] und k =0,1,2,... gilt die alternative Darstellung
Ty(x) = cos(k arccosz) .

Entsprechend gilt fir |z| > 1
Ty (x) = cosh(k arccoshz).

Beweis: Ubungsaufgabe 1.3. ]

Aus der Darstellung in Lemma 1.1 lassen sich nun einige wichtige Eigenschaften der Tschebyscheff-
Polynome T}, (z) ablesen. Es gilt
T, =1
max | (Tk()]

sowie '
Ti(zP) = (1) fir 2P = cos%, i=0,... k.

Die Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome ergeben sich aus der Forderung
Tk (z) = cos(k arccosz) =0

bzw. aus
o ,
karccos:c=§+z7r, 1€ IN.

Daraus folgt

@i+

z; —COST firi=0,...,k—1.
Neben der hier durch die Rekursionsvorschrift erfolgten Definition der Tschebyscheff-Polynome
und der dazu dquivalenten Darstellung durch trigonometrische Polynome erméglichen die Tscheby-
scheff-Polynome eine dritte Darstellung, die fiir die Funktionsauswertung von Ty (z) fiir z > 1
wesentlich sein wird.
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Lemma 1.2 Fir k=0,1,2,... gilt
1
Ti(z) = 3 [(m +Va2 = 1)F 4+ (2 — V22 - l)k]
1
= 3 [(x +Va2 = 1)F 4+ (z+ V22 - 1)_’“].

Beweis: Fiir £ = 0,1 ist die Behauptung offensichtlich. Fiir & > 1 erfolgt der Nachweis durch
vollstindige Induktion. Als Induktionsvoraussetzung gelte also

1
Tia() = Hle+ V-1 + @ - Ve -1+,
1
Ti(z) = 3 [(a: + \/;ﬁ)k + (z - \/ﬁ)k]‘
Nach Definition der Tschebyscheff-Polynome folgt

Teoi(®) = 20Th(z) - Toos (@)
= = [(w—}— Var — Dk + (o — \/ﬁ)k]
—% (@ + Va2~ D 4 (@~ Va2~ 4]
_ %(a: + Ve 1) oz @+ Va? — 1))
+%(x — /22 — 1)k [2:1: (z+ Va2 —1)— 1}.

Die erste Behauptung folgt nun aus

2e(x+ Va2 —1)—1=22 42222 —1+22 - 1= (z + V22 - 1)2

Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus

e lz=-va?-1]z+va2-1] 1
roVEol= P Y~

Die erste Darstellung in Lemma 1.1 gilt nur fiir Argumente z € [—1,+1]. Sei [a, b] ein beliebiges
Intervall mit 0 < a < b. Fiir ¢ € [a, b] erméglicht die Transformation

b+a-—2t
= —— €[-1,+1
T — € [-1,+1]

die Definition der skalierten Tschebyscheff-Polynome
b —
T (%525)

T (32)

Ti(t) :=

mit fk(O) = 1. Ist II,, der Raum aller Polynome maximalen Grades n, so umfasst IT}, aille Polynome
fn € O, mit f,(0) = 1, d.h. T} € II}. Die modizierten Tschebyscheff-Polynome T}(t) sind die
Polynome vom Polynomgrad k mit dem kleinsten Maximum im Intervall [a, b]:

Satz 1.1 Fiir 0 < a < b sind die modifizierten Tschebyscheff-Polynome Tk (t) Lésung der Mini-
mierungsaufgabe

~ 24" Vb+a
min max t)| = max |Ty(t)| = ——, = —.
pr€EIL t€[a,b] Ipx ®)] te[a,b]l k(2)] 14 g2k 1 Vb —+/a
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Beweis: Der Beweis erfolgt indirekt durch die Annahme, es existiere ein Polynom g, € II} mit

max |qx(t)] < max |Ty(£)].

t€la,b] t€la,b]
Fir 1 ;
th = [(b+ a)—(b— a)xgk)] , oM =cosT, i=0,....k
9 k
wird durch

Ty (4£2) B T (4£2)

. (k) —1)i
To(t®) = T(z; ") _ ( 1)a

das Maximum bzw. das Minimum des modifizierten Tschebyscheff-Polynoms Tk (t) angenommen.
Dann gilt

(tx)
t < max t) <
|(.Ik( 7 )| — tE[a,b] |qk( )‘ Tk(b+a)

Insbesondere fiir i = 2j ist T}, (tg’;)) > 0 und somit ist
5 ik k = ik
~Te(tS)) < an(#5)) < Te(ts)).

Entsprechend ergibt sich fiir i = 2j + 1 T}, (té’;)ﬂ) < 0 und somit

=,k k = ok

Te(ths)) < au(tsih,) < ~Tu(t5yh).
Fiir das Polynom ry := Tk — qi, € II, folgt dann

r(tsy) = Tulty) — an(t;) > 0

und

re(tsy) = Te(tsh) — a(t5,,) < 0.

Zwischen den k + 1 Stellen tgk) finden also k Vorzeichenwechsel statt, d.h. das Polynom rg(t)
besitzt im Intervall [a, b] mindestens k Nullstellen. Wegen T}, € II} und g, € II} ist

r6(0) = T(0) —gqx(0) = 1—-1 =0

und somit ist Null eine weitere Nullstelle von r(t). Damit besitzt das Polynom r(t) vom Po-
lynomgrad k auf der reellen Achse mindestens k¥ + 1 Nullstellen. Daraus folgt rr(t) = 0 fiir alle
t € IR und somit g = fk im Widerspruch zur Annahme.

Zu bestimmen bleibt der maximale Wert von

T. ()| = i
B0 = 7

Mit Lemma 1.2 und

o = many|(558) 1= oo vETa= o)
RS __ Wbty _ vhtya
" e e = G v T Vi va

ist schliefllich
b+a

)_1 @k +1
b—a’ 2 )

k -k _—
[ +a7] = 5

T(
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Fiir das Tschebyscheff-Polynom Tj41 € IIx41 gilt die Darstellung

Thor (z) = O‘H ( a_jgk-i-l))

75 von Ti+1. Andererseits ergibt sich aus der rekursiven Definition der

mit den Nullstellen z;
Tschebyscheff— Polynome
Thi1(z) = 282FL + gp(2)

mit einem Polynom g € II; vom Polynomgrad k. Durch Vergleich der fithrenden Koeflizienten

folgt somit
Tyir (2) = 2¢ H ( _ i_gk-i—l))‘

Damit ergibt sich fiir die Minimierungsaufgabe zur Bestimmung der optimalen Stiitzstellen fiir die
polynomiale Interpolationsaufgabe im Intervall [—1, +1],

. n N n B 7(n+1))‘ __o-n n
min max T—x;)| = T —Z; =2 max |[T,41(z)| =277,
zj€[1,+1]z€[1,+1]‘j130( ’)‘ ‘g( ¢ ze[,lyﬂ]l +1(=)]

und somit die Fehlerabschitzung

max |f(2) — fa(@)| < ——

(n+1)
z€[—1,+1] (n+ 1) ze I[nl +1] ‘ (z)

7

falls das Interpolationspolynom f,(z) die Interpolationsgleichungen

fn( (”“)) f(a‘cg"“)) fir i=0,...,n

in den Nullstellen x("+ ) von Tpnt1(z) erfiillt. Durch eine geeignete Transformation konnen die

Stiitzstellen der Interpolatlonsaufgabe auf ein beliebiges Intervall [a, b] {ibertragen werden.
Zu bestimmen bleiben die Zerlegungskoeflizienten von f, als Losung des zugehorigen linearen

Gleichungssystems. Der Ansatz
(@) = axT(z)
k=0

mit Tschebyscheff-Polynomen T} () fithrt dann auf die Interpolationsgleichungen

((n+1)) Z“’“T( er)) fi firi=0,...,n.

Zur Bestimmung der Zerlegungskoeﬂimenten ay, werden die Interpolationsgleichungen mit 7y (Z
multipliziert und iber i = 0,...,n summiert,

$ o ) - mee).
i=0 k=0

("+1))

Es gilt
0 fir k #£ ¢,
ZT ( <n+1>) ( §n+1)) ={ n+1) fir k = £ # 0,
n+1 firk=¢=0
und somit

1 .
ao_(n+1),zfi firk=0
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bzw.

ar = 2 iszk (f§n+1)) firk=1,...,n.

=0

a = 2 Zficos}f% firk=1,...,n.

Eine effiziente Berechnung der Zerlegungskoeffizienten aj kann schliellich durch eine schnelle
Fouriertransformation realisiert werden, siche zum Beispiel [14].

Die bisher verwendeten Ansatzfunktionen zur Bestimmung des Interpolationspolynom sind global,
d.h. sie sind stets im gesamten Intervall [a, b] auszuwerten. Die Anwendung der Fehlerabschiitzung
fiir ein Interpolationspolynom n—ten Grades erfordert dariiberhinaus die Stetigkeit der (n+ 1)—ten
Ableitung der zu interpolierenden Funktion. Fiir viele Anwendungen ist dies aber eine zu starke
Restriktion. Deshalb sollen im folgenden Approximationsmethoden betrachtet werden, die neben
lokalen Ansatzfunktionen auch Fehlerabschitzungen fiir Funktionen mit geringerer Regularitit
ermoglichen.

1.1.5 Stiickweise lineare Ansatzfunktionen
Gegeben seien im Intervall [a,b] n + 1 gleichm&Big verteilte Stiitzstellen z; mit
a=29<x1 <...<ZTp_1<x,=>0.

Offenbar gilt

—a
=a+ih firi=0,...,n

T, =a+1

mit der Schrittweite
b—a

h = —0 fiirn— oc.

In den Stiitzstellen xz; seien zugehorige Funktionswerte f; = f(x;) gegeben. Die Approximation
fn(z) ist dann wie in Abbildung 1.5 definiert als stiickweise lineare Funktion

T — Tj—1 " .
fo@) = fin+ ———I[fi— fi1] firz €z 2], i=1,...,n
Ti — Ti—1
fi—1
a = I Ti—1 I; Ti41 Iy = b

Abbildung 1.5: Stiickweise lineare Interpolation.

Fiir die Abschétzung des Interpolationsfehlers f(z)— f,(z) fiihrt die Taylor-Entwicklung von f(x)
fiir ¢ € (wj—1, ;) um z;_; auf

£@) = fzios) + (@ = 2 [ i) + 5O = zia)?



1.1. Interpolation 17

mit einer Zwischenwertstelle £ € (z;_1, ). Entsprechend gilt fiir z = x;

fi=flzi) = flwia) + (@i — i) f'(wi1) + %f”(ﬁ_)(wi —zi1)°

mit & € (zi_1,2;). Fiir € (z;_1,z;) folgt dann, unter Ausnutzung der Interpolationsbedingung

fic1 = f(ﬂl’i—1)7
F@) = fale) = fi) + @ =) @) + 51 E) @ = i)’
- I:fz'—l + T (f - fifl)]

Ti — Ti—1
= @) @) + 5O — i)’
I [y — i) f i) + 30" O — wi0)?]
1
2

Ti — Ti—1
= SO~ i) — 57" O 71w~ 7i1)
und somit

|f(z) = fn(2)] < %|f”(£)|($_$i—1) If"( Ollz — zi1|lzi — zia|

]‘ " n n
< S [Ifel+1s (§)|] < W _max [1"(€)]

Damit ergibt sich als Fehlerabschétzung in der Maximum-Norm

Lo J@) = @) B max (@] firi=1....n,

bzw.

max |f(z) = fa(z)| < h?* max |f"(€)]-

z€[a,b] £€lasb]
Im folgenden soll eine Abschitzung des Interpolationsfehlers in der Lo—Norm

b
[ 1@ - fuo)] @0

gewonnen werden. Fiir © € (z;_1,z;) ergibt sich zunichst aus den Interpolationsgleichungen

f@i-1) = fa(ziz1)
F@) ~ fal@) = f(£) ~ f(i1) ~ fule) + Fulris) / [F(6) — Fa(©)lde.
Dann gilt, unter Verwendung der Cauchy—Schwarz—Ungleichung,

@) = fa@ = | / [7'() — Fa(e)lde|”

[ / L 17(®) —f;(ﬁ)ldsl

/m 1%de - / (1€ (0] a

(o = 2i1) / [£© - 0] de furz € (@ir, o).

ZTi—1

IA

VAN

IA
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Integration nach z € (z;_1,x;) liefert

T; Zq

[ r@-n@] @<z [ [ro-ne] e

Wegen

Ti

[ [71© = 19t = 1) = £@i2) = fula) + faloi) =0

[ ) ae - 7[%(5)—% / e (s))ds] de

Ti—1 Ti—1

7[% 7[62(5)—6' (8)]ds]2d§
/ / / t)dt ds
Sh?//ld“”// dsd§

Ti—1Ti—-1

% / / [ / f”(t)dt]2ds de

Ti—1Ti—1 8

wegen e} (§) = f"' (&) fiir die lineare Approximation fy(z), z € (zj—1, ;).
Durch wiederholte Anwendung der Cauchy—Schwarz—Ungleichung ist weiterhin

[ [o) e < h// / f(t)de] ds di

Ti—1 Ti—12Ti—1 £

h/ /|/ 2dtH/|f” |dt‘dsd§

Ti_1Ti—1 S

h/ /|§—s| /If” )2dt ds de

Ti—1Ti—1

2 / ().

[ [t@ - fate)] do < 3¢ / IHORE

Ti—1

IA

IA

Insgesamt gilt also

und durch Summation iiber alle Elemente (z;_1, ;) folgt die gewiinschte Fehlerabschitzung

b b
[ 1@~ fuw)] a /

l\DI»—\



1.2. Projektionsmethoden 19

bzw.

1
If = fallLafa,s < ﬁhznf””Lz[a,b]-

Fir eine globale Darstellung der stiickweise linear Interpolierenden
n
fal®) =) arpn(2)
k=0

konnen Basisfunktionen durch die Forderung

1 fir z = xy,
pr(z) = 0 fir = x¢ #
stiickweise linear sonst

definiert werden, vergleiche hierzu auch Abbildung 1.6.

Tr
fr+1
fre—1
Yr—1(x) r(TE) = Pr1(T)
Z:'k—l .’E:k fL:'k-',—l

Abbildung 1.6: Ansatzfunktionen ¢y (z) sowie gri1(z).

Fiir die Basisfunktionen ¢ (z) ergibt sich daraus die funktionale Darstellung

T — Tp—
a— fir x € [zp—1, zk]
Tk — Tk-1
ng(-Z') = Tht1 — 2 fir z € [:L'k,.'Ek+1]
Tr41 — Tk
0 sonst
fir kK =0,...,n. Analog ktnnen auf diese Weise auch stiickweise konstante Basisfunktionen
1 fir x € (zg—1,2k),
Vi () =
0 sonst
fir k =1,...,n erklart werden.

Die Verwendung lokaler Basisfunktionen, z.B. stiickweise linearer Ansatzfunktionen, erméglicht
eine einfache Auswertung des Interpolationspolynoms. Jedoch verlangt die Interpolationsaufgabe
die Stetigkeit der zu approximierenden Funktion. Diese Voraussetzung kann durch die Verwendung
von Projektionsmethoden vermieden werden.

1.2 Projektionsmethoden

Gesucht ist jetzt eine Approximation

fal@) = Y axpi(@)
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mit zunéchst beliebigen Ansatzfunktionen oy (), die den zugehdrigen Fehler

b
Juw-

minimiert. Zu l6sen ist also das Minimierungsproblem

F(a) = min F(b
(a) p i, (b)

mit dem Funktional

b

F) = /[ wak ] dx

/[f ]dx—ZZbk/f )k (T dﬂU-i-ZZbkbe/ pe(z)de.

k=0 £{=0

Aus der notwendigen Minimierungsbedingung

0
—F(@() =0 fi i =0,...
o, (b)=0 firallei=0,...,n

fiir den Losungsvektor a € IR™! folgt

0 = [/ ]dm—ZZbk/f z)pr(z d3+zzbkb£/ ()]

o k=0 £=0

= —2/f(m)g0,~(m)d$+2bi/90i(37)90i($)d$

a

+Zbk/b dm+zbe/ (z)dz

i

b
- —2/f z)pi(z d$+22bk/<pk z)pi(z)dz.

k=0

Dies ist gleichbedeutend mit

b

" a (2)pi(x)dx = | f(z)pi(x)de firi=0,...,n,
;} ka/cpk ¢ / ¢

a

bzw. mit dem linearen Gleichungssystem

Mpa=f,
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mit der Massematrix
b
Myli, k] = /@k(»’b‘)%(ﬂf)dﬂf

und dem Vektor der rechten Seite,

b
fi= / f(@)pi(x)dz,

firi,k=0,...,n.

Die voneinander linear unabhéingigen Basisfunktionen {¢ }?_, bilden einen linearen Raum
Sh = span{py }i_o-

Die Approximation f € Sy, ist also Losung des Variationsproblems

b

b
/ Fr(@)pi(z)ds = / f@)pi(e)ds firi=0,...n

a

bzw. von

b b
/fh(x)gh(x)dw = /f(x)gh(ar)dw fiir alle g, € Sp,.-

Offenbar gilt die Galerkin—Orthogonalitit

b
/ [£(@) — fa(@)]gn(e)dz = 0 fiir alle gy € S

Die Approximation f, = Qnf € Sy, wird als Lo—Projektion von f bezeichnet.
Fiir den Fehler f(z) — Qp f(z) folgt in der Ly—Norm mit der Galerkin—Orthogonalitit

b
1= QA = (U@ - Q@@ - Quf@)da

b

b
- / [F(@) — Quf @)l (@) — gn(@)]de + / (@) — Quf@)gn(@) — fn(@)]de
b

- / (@) — Quf@)If (@) — gn(@))de
< |If = Qufllzataplllf — grllLara,b

fir alle g, € S;, und somit, in Ubereinstimmung mit der urspriinglichen Minimierungsaufgabe
F(a) < F(b) fiir alle b € R™H!,

I1f = QnifllLafas) < |f = gnllLyfae fiir alle gn € S

bzw.
1f = Qnfllzofany = min |If = gnllzafas-
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Fiir stiickweise lineare Ansatzfunktionen ergibt sich fiir die Eintrige der Massematrix

b
MaliH] = /(pk(:c)gai(x)dw —0 firk£iidt],
a
Tht1 . hri1
Thy1 — T T — Tk 1
Mplk£1,k] = / dac:—/ h — t)tdt = =hgy1,
il ] Thy1 — Tk Tht1 — Tk hi i1 (hier = 1) 6
Tk
b T ) Trt1 )
r — Tp— Tk -
a Thk—1 - T +
hi hr+1

1 / N 1 / N 1 1
= — [ tdt+ (hgt1 —t)*dt = hg, + —hgy1.
2 o 3+ 3

Fiir eine gleichmaflige Unterteilung mit hy = h fiir alle k =1, ..., n folgt somit
2 1
1 4 1
My = 1

S~

[
— s
N =

Die Massematrix M}, ist
e symmetrisch und positiv definit;
e schwach besetzt, d.h. M}, besitzt 2 + 3(n — 1) + 2 Nichtnulleintrige;
o Tridiagonalmatrix;
e von hierarchischer Struktur.

Damit konnen fiir die Losung des linearen Gleichungssystems Mpa = f effiziente Losungsverfahren
verwendet werden. Darauf soll an dieser Stelle jedoch nicht weiter eingegangen werden [14].

Aus der Abschitzung des Interpolationsfehlers fiir stiickweise lineare Ansatzfunktionen folgt schlief3-
lich die Fehlerabschitzung

L
V2

Diese erfordert die Quadratintegrierbarkeit der zweiten Ableitung f"(z) der zu approximierenden
Funktion f(z). Am Beispiel der Lo—Projektion mit stiickweise konstanten Ansatzfunktionen sollen
nun die Fille untersucht werden, wenn die zu approximierende Funktion eine geringere Regularitit
aufweist.

Mit den stiickweise konstanten Ansatzfunktionen

{ 1 fiir ¢ € (zg—1, k)

If = Qufllzatemy < Nf = Infllzatay) < —= B I1F"||afan-

Yr(z) =

0 sonst

fir kK =1,...,n filhrt der Ansatz

@nf)(@) = artpy(x)
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auf das Variationsproblem

/

b

Zak Y (2)i(z)dr = /f(x)¢,(w)dx firi=1,...,n.

k=1 a a
Wegen
b
h fir k =1,
/%bk(ﬂﬂ)wi(x)dx = { Ok sonst
folgt
b T
1 1
a =5 [ f@wn@s =5 [ f@)s
hk hk

Fiir € (zg—_1,zx) ist (Qnf)(z) = arhr(z) = ap und somit

(@) - Quf (@) f(w)—i / f(y)dy

= h—lk /k [f(w)—f(y)]dy = h—lk ?jf'(s)dsdy-

Die wiederholte Anwendung der Cauchy—Schwarz—Ungleichung liefert

2

[f(x)—th(m)]2 = % 7 1./wfl(s)dsdy
Lk —1 Yy
< h_li 7“ 12dy 7“ [/xf'(s)dslzdy = hik 7 [/ml-f'(s)dSIQdy
Tr—1 Tr—1 Yy Trk—1 Y
< h—lk [ /w12ds : /w[f’(S)]st dy < hik 7 |z -y 7[f’(8)]2dsdy
Tk—1 |Y Yy Tk—1 Tr—1

Tk

IN

Trk—1

m [ 17 GPds.

Integration beziiglich = € (zg_1, ) ergibt

Tk

Te—1

und somit

bzw.

Tk

| [0 - @] @ < [ (e

Thk—1

Tk

1 = Qe e < S [ FFas
k=1

/-

Thk—1

Qnfllraas) < PIF||Lofap
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mit h = maxg=1,....n h. Die Voraussetzung der Quadratintegrierbarkeit der ersten Ableitung f'(x)
gewihrleistet also ein lineares Konvergenzverhalten fiir den Fehler f(z) — fn(z) in der Lo—Norm.

Ausgangspunkt fiir eine noch schwichere Fehlerabschitzung ist fiir s € (0,1)

i 1 i@ fw),
f(z) = Qnf(z h / dy_h_k m|$—y|+dy-

-1 Tr—1

Mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung folgt daraus

[f@) —@us@] = o | [ LETW, ey,

k |»’17—?J|%+s
1 U@ -rwe, T
) — y s
, [f(x )12
< m L iz, /733_ T
Tk
[ t@-fwp,
= i [ e
Tr—1

und Integration beziiglich x € (zg_1,zy) liefert

m / [#() - Qui@)] do < hi: / Wd d

und somit
b
-l g | ] 0o
bzw.
1 = Quflliatesy < B Z / / |1+23]2dyd
S 5
< wlf 7[ﬁ;w1—y|{ggg12dydx]

Aus der Galerkin-Orthogonalitét

b
/ [f(w) - th(m)]gh(x)d:c =0 fiiralleg, €S,
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und der Cauchy—Schwarz—Ungleichung folgt andererseits

b

1 =@ty = [ [ - @us(@)][f@) - Quf(@)]da

a
b

1@ - @us@) (o)

a

[/[f th]dwrl/[f ]

= |If = @nfllLafapillf[|zofa.p)

1
2

IA

und somit
Ilf = @nfllzafan) < N fllLsfa,b-
Je nach Voraussetzung an die zu approximierende Funktion f(x) gelten also die Fehlerabschitzun-
gen
If = Qnfllraany < | flLafans
b b 3
1= @uflgen < 0| [ [HE T drse) s e 0,0,

|.’L’— |1+2s

1f = QnfllLafaey < Pl Lofas)-

Auf analoge Betrachtungen fiir die Lo—Projektion mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen soll
hier verzichtet werden.

Ubungsaufgaben
1.1. Fiir die Vandermonde—Matrix
1 xz w% R
1 x 22 ... xp
Vo = . . .
1 =z, 2 zny

zeige man

detV,, = H(x] — ;).

i<j

1.2. Gegeben seien n + 1 paarweise verschiedene Stiitzstellen z; mit z; # x; fiir ¢ # j. Man zeige,
daf} die zugehorigen Lagrange—Polynome

oz —
E o firi=0,...,n
T — T
J=04#i 7

eine Basis im Raum II,, der Polynome vom Grad n bilden.

1.3. Fiir z € [-1,+1] und £ =0,1,2,... zeige man die alternative Darstellung
Tx(z) = cos(k arccos z)

der Tschebyscheff-Polynome T} (z).
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1.4. Man beweise die Orthogonalitéit der Tschebyscheff-Polynome,

1 .
nom, [0 B,
/ 2 o 2 o ’

e 1-z m firk=¢=0.

1.5. Gegeben seien die vier Stiitzstellen z; = ¢ fiir 4 = 0,1,2,3. Man bestimme eine stetig dif-
ferenzierbare Ansatzfunktion ¢(z), welche in den Intervallen (z; 1,x;) fiir ¢ = 1,2,3 durch ein
quadratisches Polynom beschrieben werden kann, und fiir welche

p(zo) = ¢'(z0) = @(x3) = ¢'(x3) = 0

gilt.



Kapitel 2

Numerische Integration

Fiir eine gegebene Funktion f(x) ist das bestimmte Integral

b

I= /f(x)dw

a

durch eine geeignete Niherungsformel

I, = Z wi f(z:)
=0

mit Stiitzstellen z; und Gewichten w; zu berechnen. Ein numerisches Integrationsverfahren
heilt von der Ordnung p, falls p die grofite ganze Zahl ist, fiir die das Verfahren alle Polynome
kleineren Grades als p exakt integriert,

b n
/g(w)da: = Zwig(a:i) fir alle g € IT,_;.

a

Eine erste Idee fiir die Herleitung numerischer Integrationsformeln besteht im Ersetzen der Funk-
tion f(z) durch das Interpolationspolynom f, € II,, mit

Inz/bfn(x)dx

und aus der Darstellung des Interpolationsfehlers

Dies fiihrt zu

1@) = 1.0) = 7 /O [[@ -2
i=0

mit einer Zwischenwertstelle £ = £(z) € (a,b) folgt fiir den Fehler der numerischen Integrations-

formel
b

b n
-1, = [lf(@) - fal@)de = (ni 5 [ £ (6@) [@ - ai)aa.

a =0

Fiir eine dquidistante Unterteilung der Stiitzstellen,

a ,
=a+ih firi=0,...,n

T, =a+1
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und fiir die Lagrange—Darstellung des Interpolationspolynoms,
n n
T —Zj
—
i=0 j=0 i Ti T T

folgt
n n
L= f(x) /Li(ﬂf)dw = wif (=)
i=0 o =0
mit den Integrationsgewichten

b n
wi:/Li(:c)da:: H Y7 iy firi=0,...,n.

T; — T
o d=047#i 7"

Mit den Substitutionen

z;=a+ih firi=0,...,n, z=a+th firte[0,n], dr=hdt

ist
n n
/ (a +th) — (a+Jh)dt h/Ht_jdtzb_a&-
a+zh — (a+jh) Llg—7 no

0 0 J#i

mit
mi=| [[ —=2dt tiri=0,...,n
. c,. =)
0 J=0,j#i
Die resultierenden numerischen Integrationsformeln sind die Newton—Cotes—Formeln
b—a e~ -
= > @if ().
i=0

Ist die Integrationsformel exakt fiir konstante Funktionen, dann folgt fiir f(z) =1

b n
I:/d:czb—a= _azai
2 i=0

1 e
E;wiZ]ﬂ

Fiir eine stabile numerische Auswertung ist weiterhin die Positivitdt w; > 0 der Integrationsge-
wichte zu fordern.

und somit

Beispiel 2.1 Fiir n =1 lauten die Stitzstellen
To=a, T =20

und fiir die Integrationsgewichte ergibt sich

1 1
~ t—1

o
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Damit ist . ) -
L= (-a)|5/@+5/0)] = 5= [f@) +10)]

die Trapezregel. Der Fehler ist

b b
-1 = /%f”(&(x))(az—a)(m—b)d:c - —%/f”(é(m)) (@ —a)(b—2) da.
a a > 0 fir z € (a,b)

Die Substitution

s(z) = /(x —a)(b—z)dr = —%:I:3 + %(a+b):z:2 — abx

ergibt eine fir x € (a,b) streng monoton steigende Funktion, fir die die Umkehrfunktion x = z(s)
ezistiert. Mit der Transformation der Integrationsgrenzen,
1 1 1 1
Sq = 6a3 — §a2b firz = a, Sp = 61)3 - Eab2 fiir . = b,

ergibt sich aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

1-n = = [ 1(ee))ds = =l - s1f" ((5))
= L F )8 - el + a2’ = o F)6 - )

Damit ist die Trapezregel ein Verfahren 2. Ordnung, d.h. lineare Funktionen werden erakt inte-
griert.

Beispiel 2.2 Fiir n = 2 sind die Stiitzstellen durch
1
To=a, T|= §(a+b), To=0b

gegeben und fiir die Integrationsgewichte ergibt sich

@ = 1 @ = 4 o = 1
0 — 3; 1 — 3; 2 — 3
Die resultierende Integrationsformel
1 a+b
L = £(b-a)[f(@) +4f(*57) + )]
ist die Simpson—Regel mit dem Fehler
(b—a) (4)
I—T=—
2 2880 f ( )7

d.h. kubische Funktionen werden ezakt integriert. Der Beweis erfolgt analog zur Mittelpunktformel
(vgl. Ubungsaufgabe 2.1)

b
[ 1@ds = 0-a1(“57) + 53" 6 - o)

mittels Taylorentwicklung um ‘ITH’ und Anwendung des Mittelwertsatzes.
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Als notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz der bisherigen numerischen Integrationsformeln ist
b—al <1

vorauszusetzen. Der allgemeine Fall kann durch zusammengesetzte Integrationsformeln

b

I= /f(a:)da: = ;zz f(z)dz

mit Stiitzstellen )
Tk =a+k‘%a firk=0,...,n

und numerischer Integration der verbleibenden Integrale behandelt werden. Mit der Simpson—Regel
folgt zum Beispiel

o= Y - me) [fan) +4f (T L pay)
k=1
= 2 [flon) + 4P 4 o)
k=0

Fiir eine Fehleranalysis von zusammengesetzten Integrationsformeln siche Ubungsaufgabe 2.2.

Bei den bisherigen Betrachtungen wurden die Integrationspunkte xz; als gegeben vorausgesetzt.
Allgemein enthélt die Integrationsformel

n

I, =) wif(@:)

=0

2(n+1) frei wihlbare Parameter (w;, ;). Diese konnen aus der Forderung der exakten Integration
von Polynomen f(z) = z® fir a =0,...,2n + 1 gewonnen werden,

b n
/ma dx = E Wiz,
o =0

Beispiel 2.3 Fiir n = 2 und das Integrationsintervall [a,b] = [0,1] ergibt sich das nichtlineare
Gleichungssystem
b 2

1
/xad:c =ari- Zwiw? fira=20,...,5.

=0

a

Aus Symmetriegrinden ist
1
SE(]:t, .’131:5, Z'Q:l—t
und
Wy =Wy =W

zu wihlen. Aus der Gleichung fiir a =0 ,
w1+ we+ws =1,
folgt dann
w1 =1-2w.
Man priift leicht nach, daff dann auch die Gleichung fir o = 1 erfiillt ist,

1 1 1
3 = W11 + WoXo + w3x3z = Wt + (1—2&))5 +w(l-1t) = 7
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Fiir o = 2 bzw. fiir a = 3 ergibt sich

1 1
—=w[2t2—2t+—],

12 2
wdhrend fir o = 4 bzw. fir a =5
11 7
— =w|2t* — 4t + 6t% — 4t —]
30 w[ + + g

folgt. Gleichsetzen liefert
40t* — 80t® + 54t> — 14t +1 =0

mit den Ldsungen

1 V15 1
= — :I: _ = —.
t1/2 3 0 t3/4 2
Fiir
1 +15 5
t—§——10 folgt w—ﬁ
und somit lauten die Stiitzstellen
1 VB 11 VT
=TT 0 Ty !T9T g
und die zugehorigen Integrationsgewichte
R TR
07187 YT’ T8

Es stellt sich die Frage, wie dieser Zugang und insbesondere die Losung des nichtlinearen Glei-
chungssystems verallgemeinert werden kann.
Zur Berechnung des Integrals

I:/bf(a:)dx

wird eine numerische Integrationsfomel
n
I, =) wif(z:)
=0

betrachtet, welche Polynome f,,,(x) von moglichst maximalen Polynomgrad m > n exakt integriert.
Allgemein bezeichnet

fala) = 3 F@)Li@)

das Interpolationspolynom mit Lagrange-Funktionen L;(x). Fiir f,, € I1,, gilt dann

n

fm(m) = Z fm(mz)Lz('r) + H(.CL' - xi)gmf(n+1) (.’L‘)
i=0

i—0

K3
/ ~ N\ /

-~

fn€ll, Pn+1€llny1  Elln_(ng1)

sowie
fm(zi) = falz;) furi=0,...,n.
Einsetzen in die Integrationsformel ergibt

b b

[ @tz = [ faao + /b Gty @)Dy 1 (2) e = iz:;fm(wi) /b Li(x)da,

a a
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falls

b
/gm*("+1)($)pn+1($)d$ =0

erfiillt ist. Mit
m—(n+1)

Im-meny(@) = D a;p;(x)

=0

mit noch zu bestimmenden linear unabhéngigen Polynomen p; () folgt dies aus der Orthogonalitét

b
/pj(:c)pnﬂ(a:)dx =0 firj=0,...,n.

Wegen j =0,...,m — (n+ 1) ist dies gleichbedeutend mit
m<2n+1,

d.h. Polynome maximalen Grades 2n + 1 werden exakt integriert.
Benotigt wird also eine Folge von zueinander orthogonalen Polynomen {pk}Z;Lé mit

b

/ pre(@)pe(x)de = 0 fiir k # L.

a

Die Stiitzstellen der numerischen Integrationsformel ergeben sich dann aus den Nullstellen von

Pn1(T).
Ausgehend von der Basis {z*}}) der Monome z* kann durch Anwendung des Orthogonalisie-

rungsverfahrens nach Gram—Schmidt ein System orthogonaler Polynome konstruiert werden.

Beispiel 2.4 Fiir n = 2 und [a,b] = [0, 1] ist zundchst

Mit dem Ansatz

und der Bedingung

ergibt sich

Fiir
p2(z) = 2° — aup1 () — aopo ()

ist analog

p2(x)po(z)dx = /[;zc2 — apldz = % — o,

(en]
I
- O\H

0
0 = /Pz(ﬂf)pl(iv)dJUZO/[m2—a1(x—%)](m—§)d:c 1l

0
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und somit

Entsprechend folgt

Zu bestimmen sind die Nullstellen von ps(x) durch Lisen der kubischen Gleichung
20z° —302” + 122 —1=0

mit den Ldsungen

To = 1 V15 T4 = 1 To =
0 2 10 ’ ! 2’ 2
Fiir die Integ7 ationsgewichte ist zundchst

1

r—21 X —To 5
Wy = ——~dr = —
g — T1 g — T2 18

0

4 5
und die Werte fiir w; = 9 und ws = 8 ergeben sich analog.
Allgemein sind die beziiglich des Intervalles [—1, +1] orthogonalen Polynome durch die Legendre—
Polynome
1 df

Py(z) = Bl dm_k(x

-1D* firk=0,1,2,...

gegeben:
1 1
Py(z) =1, Pi(z) =2, P(2)= 5(3~'U2 -1), P(z)= 5(53”3 — 3z).

1.64
1.4+
1.24

0.8
0.6 1
0.4

0.2 1 X
-0.41
-0.6 1
-0.81

13
-1.2
-1.4
-1.6 1

Abbildung 2.1: Legendre-Polynome P (z) = 2* fiir k = 0,1,2,3.
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Fiir die Legendre—Polynome gilt die Orthogonalitét

1

2 1 fir k=14,
Pu(z)Py(z)dz = :
/’“(”C) w@)de = 573 {0 fiir & # £,

—1

Andererseits geniigen die Legendre-Polynome der Rekursion

Po(.'L') = ]-J
P(z) = =,
(k+1)Pey1(z) = (2k+1)zPy(z) — kP,_1(x) firk=1,2,....

Mit den Nullstellen z; des Legendre—Polynoms P,y (z) als Stiitzstellen ergeben sich somit die
Gauss—Legendre—Integrationsformeln

/f(x)dx = iwif(xi)"' %/ [}3(3:—@)]%37

2(1 —z2)

= CFSE AL firi=0,...,n.

-1

Abschliefiend sollen geeignete numerische Integrationsformeln fiir gewichtete Integrale der Form

i@
I__/limdx

betrachtet werden. Polynome f,, € II,,, mit m > n erlauben die Darstellung

n

fm(m) = Z fm(mz)Lz(x) + H(.T - wi)gm—(n-l-l)(w)'

=0 =0

Einsetzen in die Integrationsformel ergibt

Im—(n+1) (T)pny1(x)

b b b
fm(x) — fn(.'L')
/md”’ = /md“/ Vi
b
- L;(x)
= ;fm(m,)a/ _l_xzda:,
falls ,
Im—(n+1) (T)Prt1(z) ds = 0

V1—1x2

erfiillt ist. Diese Orthogonalitiit ist aber gerade fiir die Tschebyscheff-Polynome T} (z) erfiillt (siehe

Ubungsaufgabe 1.4.),
1
/Mdm =0 firk#¢
21

a

V1 -—12
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Werden als Stiitzstellen z; = 3%5"“) der numerischen Integrationsformel die Nullstellen des Tschebyscheff—
Polynoms T, 1 (z) gewihlt, so ist die Integrationsformel

1
I, = ;wifm (a;z( +1))’ w; :_/lﬁdx

exakt fiir alle Polynome f,,, vom Polynomgrad m < 2n+ 1. Diese Eigenschaft ist wesentlich fiir die
Berechnung der Koeffizienten ay, bei der Interpolation mit Tschebyscheff-Polynomen (vergleiche
Abschnitt 1.1.4).

Ubungsaufgaben

2.1. Man beweise die Fehlerabschitzung fiir die Mittelpunktformel,

b
[ 1@ = 6= a5+ 5" 0~ 0P, e @b,

2.2. Fiir n € IN werde die zusammengesetzte Integrationsformel

L n
[ s = L3015 + R
0

=1
betrachtet. Man gebe eine Abschiitzung fiir das Restglied R,, an.

2.3. Man bestimme die Stiitzstellen z; und die Integrationsgewichte wy der Gauss—Legendre—
Integrationsformel

/f(m)dm = wof(zo) + waf(z1) + R1 .
0

2.4. Man zeige

n 0 fiir k # ¢,
S 1 (7T (50) =4 S+ 1) fiir k = £ # 0,
i=0 n+1 firk=¢=0.

2.5. Fiir das Referenz—Dreieck 7 = {(z,y) € R*: 0 <z <1, 0 <y < 1 — z} ist eine numerische
Integrationsformel

3
[ f@ydody = 53" wnf ) + Ry
T k=1

herzuleiten, die Polynome

pz,y) = ) agz™y*
a1t+a2<2

exakt integriert.



Kapitel 3

Lineare Gleichungssysteme

Zu bestimmen ist der Losungsvektor z € IR™ des linearen Gleichungssystems
Az =f

mit einer reguldren, d.h. invertierbaren, Matrix A € IR™*". Die Dimension n widerspiegelt in
der Regel einen bei der Approximation auftretenden Diskretisierungsparameter, so dafi der Fall
n — oo von Interesse ist.

Die Losungsverfahren kénnen in zwei Klassen eingeteilt werden. Die direkten Verfahren wie zum
Beispiel das Gaufy’sche Eliminationsverfahren oder die LU-Zerlegung liefern bis auf Rundungsfeh-
ler die exakte Losung des linearen Gleichungssystems. Der Aufwand hierfiir betrégt im allgemeinen
jedoch O(n®) wesentliche Operationen: eine Verdoppelung der Freiheitsgrade verachtfacht die not-
wendige Rechenzeit zur Losung.

In vielen Anwendungen resultiert das lineare Gleichungssystem aus einer Approximationsmethode
zur ndherungsweisen Losung eines mathematischen Modells. Der Losungsvektor beschreibt also ei-
ne bereits fehlerbehaftete Niherungslosung. Damit ist es in der Regel ausreichend, auch die Lésung
des linearen Gleichungssystems mittels eines Iterationsverfahren mit einer hinreichenden Ge-
nauigkeit zu berechnen. Zu den klassischen Iterationsverfahren gehéren das Einschrittverfah-
ren (Jacobi) und das Gesamtschrittverfahren (Gauss—Seidel) sowie die daraus resultieren-
den Relaxationsverfahren. Fiir den Fall einer symmetrischen und positiv definiten Systemmatrix
A soll hier das Verfahren konjugierter Gradienten behandelt werden, wihrend fiir den all-
gemeinen Fall einer reguliren Matrix A das Verfahren des verallgemeinerten minimalen
Residuums (GMRES) betrachtet wird.

Fiir weiterfithrende Betrachtungen zu effizienten Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme
sei hier auf entsprechende weiterfithrende Vorlesungen bzw. Literatur verwiesen, siehe zum Beispiel
[4, 9, 14].

3.1 Das Verfahren konjugierter Gradienten

Sei zuniichst A = AT > 0 symmetrisch und positiv definit. Ein System von linear unabhingigen
Vektoren {Qk}z;ol heifit A—orthogonal oder konjugiert, falls

(Ap*,p") =0 firk,=0,...,n—1undk #¢

sowie
(Ap*,p*) >0 firk=0,...,n—1

erfiillt ist. Die letzte Forderung folgt dabei unmittelbar aus der positiven Definitheit von A.
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Fiir ein zunichst beliebig gegebenes System linear unabhingiger Vektoren {wk}f;é kann mittels
des Gram—Schmidtschen—Orthogonalisierungsverfahrens ein System orthogonaler Vekto-
ren {p"}7_, konstruiert werden:

Setze

P = w”

Fﬁ_rk =0,...,n — 2 berechne

)’
Wt =" Bt Bre=

=0

(Awk+l , Bl)
(Apt,p*)

k41
p

Algorithmus 3.1: Konstruktion A—orthogonaler Vektoren.

Einsetzen des Losungsansatzes
n—1
z=2"-> amp
=0

in das lineare Gleichungssystem Az = f ergibt

n—1

Az = Ag® — Z OégA]_)e =f.
=0

Das Bilden des Euklidischen Skalarproduktes mit Qk liefert wegen der A—Orthogonalitit des Vek-
torsystems {p¥}7 =,

n—1
(Az%,p*) = > (Aph,p*) = (£,pY)
— N——
¢ —0firl#£k
und somit (A2 — f.p)
z EY 4 .. _
a = A, o) firk=0,...,n.
Fiir die Ndherungslosung
k k—1
ZhH = g0 Zazg‘q =20 Zaff_’e _ Oéka =gk akl_?k
=0 £=0

ist das zugehorige Residuum gegeben durch

k
rhtlt = Agh+t — f= Ag® — ZagAg_)e -f= AgF — f- akAQk =rk— akAQk

£=0
und wegen
(AQZ,]_)"’) =0 firk#¢
folgt
k—1
(Az® — f,p*) = (Az° = > e Ap! — f,p*) = (%, p")
=0
und somit
(r*,p")
ap = —————.
(Ap*, p¥)
Damit ergibt sich fiir k = 0,...,n — 2 die Iterationsvorschrift
rk pk
£k+1 ng _ak£k7 £k+1 sz —akA;z_)k, ay = (r p )
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Nach Konstruktion gilt
(rF+ L p*) = (% — agp A, p*) = 0
fir alle k =0,...,n — 2 und somit fiir ¥ = 1 die Induktionsvoraussetzung
@k, p) = (@',p") =0 fir £=0,...,k—1.
Durch vollstandige Induktion folgt, dal dann auch

(1 pH =0 firallel=0,...,k

fir alle k = 2,...,n — 1 gilt. Zunéchst ist
(e, p*) =0
und fiir £ < k folgt aus der Induktionsvoraussetzung und der A—Orthogonalitéit

(", pf) = (* — axAp®,p) = (", p°) — aw(4p*,p") = 0.
Insgesamt gilt also
(r**1,p") =0 firl=0,...,kundk=0,...,n—2.

Aus der Konstruktion der Suchrichtungen,

-1 -1
pr=w'=> By baw. w'=p'+> Bi1p,
j=0 7=0

folgt weiterhin

-1

(" wh) = @ p) + ) Be 1) = 0 fir£=0,...,k

3=0

Damit ist das Residuum r**! orthogonal zu allen Basisvektoren w, ¢ = 0, ..., k. Das Vektorsystem
{w®,w, ... w* rF*1}

ist also linear unabhingig, so dafl die neue Suchrichtung als

£ £

k1 bzw. w* =r° fir{=0,...,n—1

whtt = k!

gewihlt werden kann. Damit folgt

(L pY = (e =0 fiir=0,...,kundk=0,...,n—2.

Fiir das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram—Schmidt ergibt sich dann

k
pP=u’=1r" P =rkt Nt fiirk=0,...,n—2
£=0
mit
(Aw*tt, pf) (e, Apt)

P = "Captpt) = (aphpt)

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei ay # 0. Andernfalls wiirde aus der Rekursion

T,H—

1:£€—0¢[ABZ
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und der Orthogonalitét
) =0

die Gleichheit
0= (") = ')

folgen und somit die Forderung rt = 0 nach sich ziehen, d.h. 2f = z ist die exakte Losung des
linearen Gleichungssystems Az = f.

Aus
R OteAI_Ol
folgt dann
1
Apé — _[ZZ _ fZ—i—l]
=
und somit ergibt sich fiir den Z&hler von S
1
(rFH, Aph) = —(@h et — Y =0 fiir £=0,...,k—1
p iy

und daher
Bre=0 fir £=0,...,k—1.

Weiterhin ist
1
(et ApF) = — (" ek ) fiir L=k
p o
Damit ergibt sich

k+1 __ k+1 k
PP =t = Bep

mit
8 ("1, Ap¥) 1 (ki)
k= e = —
(AI_)kJI_)k) Qg (AQk;Qk)
Aus
Pkl = pk _ OékAQk
folgt
OékAQk = pk _ pkt1
und somit

Damit ist schlieflich

bzw.

Die resultierende Methode ist das Verfahren konjugierter Gradienten (CG), welches auf
Hestenes und Stiefel [6] zuriickgeht.
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Fiir eine beliebig gegebene Startniherung z° € IR™ sei r° = Az° — f.
Setze p® := r° und berechne go = (r°,r°). Stoppe, falls gy < €2 mit
einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ¢ erreicht ist.

Berechne fiir k =0,1,...,n —2:

Ok
§k = AEkJ Ok = (ﬁkaﬂk): ap = —

ok
bt = gk — aph
rftt =k —ayst
e— (pk+1l k41
k41 = (rFH k)

Stoppe, falls ggy1 < £20p mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit &
erreicht ist. Berechne andernfalls die neue Suchrichtung

Ok+1
pEH =k 4 Brph, By = o

Algorithmus 3.2: Iterationsvorschrift des konjugierten Gradientenverfahrens.

Aus den Induktionsvoraussetzungen

r® € span{r’}, p° = r° € span{r®}

folgt wegen
P = gt _QEAI_)E; Pl = gttt +552[

durch vollstindige Induktion nach £=10,...,k -1
p" € span{r®, Ar®, ..., A*r%} =: S(4,r°).

Hierbei bezeichnet Si(A,r°) den k-ten Krylov—Raum der Matrix A zum Anfangsresiduum r°.

Nach Konstruktion ist durch
Si(4,r°%) = span{p’,p',...,p"}
eine A-orthogonale Basis von S (A,r°) gegeben.

Satz 3.1 Fiir eine symmetrische und positiv definite Matriz A = AT > 0 konvergiert das konju-
gierte Gradientenverfahren mit der Konvergenzabschdtzung

2 k
lle* —zfls < —2

< e Il

mat
_ VE2(A)+1 _ Z1y _ Amax(4)
q= Nk ko (A) = [|A[l2[[A77 |2 = N (A)

Beweis: Fiir die durch das konjugierte Gradientenverfahren konstruierte Niherungslsung

folgt aus der A-Orthogonalitét der Suchrichtungen p* fiir die durch die symmetrische und positiv
definite Matrix A induzierte Norm des Fehlers

n—1ln—1

n—1 n—1
le* —2l% = 1) apla = D> ava(Ap',p)) = D afllp’IIa-
=k =k

=k j=k
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Fiir eine beliebige Linearkombination

k—1
= 3wt
w =) wep
=0

mit beliebigen Koeffizienten wy, . .., w;_1 folgt analog
k—1 n—1
I2® —w—zl% = [we — 1P+ of 111,
£=0 =k
und somit

2" —zlla < [|2° —w—z||a fiir alle w € Sk_1(A4,r°).
Die Niherungslosung z* ist also Losung des Minimierungsproblems

lzF —zlla = min lz° —w—zla.
weESk_1(A,r0)

Mit
ergibt sich

k—1 k—1 k
2 —w-z =" =) wA® =" =) w AT’ =) @Al
=0 £=0 £=0

mit wo = 1 und wy = wy_1 fiir £ =1,..., k. Damit gilt

2% —w—z = pr(A)e°

mit einem Matrix—Polynom p;, € I}, d.h. z* ist Losung des Minimierungsproblems

llzF —z||la = min ||pr(A)e]|a.
pkEHt

Die Eigenvektoren {v/}"_, der symmetrischen und positiv definiten Matrix A bilden ein Orthonor-
malsystem. Die zugehorigen Eigenwerte von A seien A;(A). Dann ergibt sich fiir den Anfangsfehler

= i(go o)

und in der Folge :
pi(A)e” = pr(4) 3 (€%0)e) =} (", v))pr(4 Z €, 07 )pr (A (A))!
Aus der Orthonormalitéit der Eigenvektoren v/ ergibt sich weiterhin
pr(A)e’la = (Apr(A)e”, pr(A)e”)

= AZ e®, v))ps ))Uj,Z(QO )Pk (Ai(4))2")
= Qe (AN (A, (€, v (hi(4)e)
= 3 Y€ ) AP A (N (A @)
= Z(eoaQj)2[pk()‘J(A))]2)‘J(A)
< max [pe (AP (0N (4) = max [P I
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und somit
k . 0 . 0
z" — z||la < min ma Ai(A e < min ma; M le .
It ~zla < min max (O (A Ila < mim o omax ) el
Mit Satz 1.1 ist schliefllich
. 2" Ama,xfl‘}‘ Amin (A Ko (A) +1
min _max [ = oLy, ¢ = Yore@ V) e EL
PrETTL AE[Amin,Amax] 1+gq VAmax(4A) = VAmin(4)  /k2(A) -1

Die Konvergenzgeschwindigkeit des konjugierten Gradientenverfahrens wird mafigeblich durch die
extremalen Eigenwerte der Matrix A bestimmt. Aus der Charakterisierung der extremalen Eigen-
werte mittels des Rayleigh—Quotienten,

Amin(A4) = min (Az, z) < max (Az, z)
o#zeR" (T,2) o#zeR" (Z,1)

= /\max (A),

folgt
Amin(4) (z,2) < (Az,2) < Amax(4) (z,2) fiir allez € R".

Aus den Spektraliquivalenzungleichungen
et (z,2) < (Az,2) < & (z,z) fiir alle z € R"
folgt deshalb fiir die Abschitzung der spektralen Konditionszahl

Amax(4) _ o

Ka(A) = Nomin(A) < pr

Abhéngig von der jeweiligen Anwendung strebt ka(A4) — oo fiir n — oo. Ziel ist deshalb die
Herleitung eines Verfahrens, welches eine beschriankte Anzahl notwendiger Iterationsschritte zum
Erreichen einer vorgegebenen relativen Genauigkeit € unabhéngig von der Dimension n gew&hr-
leistet.

Eine symmetrische und positiv definite Matrix B € IR"*" gestattet die Faktorisierung

B = Vdiag(\(B)V T

mir der durch die orthonormalen Eigenvektoren von B gebildeten orthonormalen Matrix V. Die
Positivitit der Eigenwerte A, (B) ermoglicht die Definition der symmetrischen und positiv definiten

Matrix
B'Y? = Vdiag(x/M\(B))VT

mit B'/?2B'/? = B und der inversen Matrix B~1/2 = (B'/2)~1.
Anstelle des linearen Gleichungssystems Az = f wird jetzt das transformierte System

B*l/QABfl/ZBl/QQ — B*l/Qi

bzw. ZE = fmit
A=B"'2AB7'? F=B"%g, f=B'?f

betrachtet. Fiir die symmetrisch und positiv definite Matrix A kann nun das in Algorithmus 3.2
angegebene konjugierte Gradientenverfahren angewendet werden. Dessen Konvergenzgeschwindig-
keit ergibt sich aus der Abschétzung der spektralen Konditionszahl k2(A), welche unmittelbar aus
den Spektraldquivalenzungleichungen

f (@,8) < (4%,%) < ¢f (2,0) firalleZ € R"
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folgt. Einsetzen der Transformationen ergibt die dazu dquivalenten Spektraliquivalenzungleichun-
gen N N
cf (Bz,z) < (Az,z) < ¢ (Bz,z) fir allez € R™.

Fiir die Losung des linearen Gleichungssystems Az = zmit der symmetrisch und positiv definiten

Matrix A kann die in Algorithmus 3.2 angegebene Iterationsvorschrift angewendet werden. Mit
den zugehorigen Transformationen ergibt sich fiir die Niherungslésung Z* sowie fiir das zugehorige
Residuum Ek

ik — Bl/2£k’ Ek — Avik _z: B_I/Z(Agk _i) — B_l/sz.

Aus dem Ansatz

o Sy &, )

~ ~ ~ -

gzz—gaep, 0 = ==
= (4p*, ")

fiir die Losung Z des transformierten linearen Gleichungssystems Az = ffolgt durch Multiplikation
mit B~'/?

n—1 n—1
z=2"-> aB P =2° - ap
=0 =0
mit p¢ = B_l/zé{ bzw. _@4 = B1/21_)l. Weiter ist
516 = (zk7fk) = (B_lfkafk)

sowie o
or = (Ap",p") = (Ap",p").
Fiir die Konstruktion der transformierten Suchrichtungen @kﬂ ergibt sich schliefflich

ﬁkﬂ =Ek+1+gkf_?k

bzw. durch Multiplikation mit B~'/2

P = Bl 4 Byt

Die resultierende Iterationsvorschrift des vorkonditionierten konjugierten Gradientenverfahrens ist
in Algorithmus 3.3 angegeben.

Fiir eine beliebig gegebene Startnsherung 2° € R™ sei r° = Az° — f.
Berechne v° = B71r?, p% :=1°, go = (1%,1°). Stoppe, falls gy < £ mit
einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ¢ erreicht ist.
Berechne fiir k =0,1,...,n —2:

s = Ap*, oy = (s%,p%), ax = g_z
B gk g ph
k k

18

k+1

I3

=rU oS
k+1 — g—lpk+1

1<

k1 = (P )

Stoppe, falls gx41 < €209 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit &
erreicht ist. Berechne andernfalls die neue Suchrichtung

Ok+1
P =t Bt Br= =

Algorithmus 3.3: Konjugiertes Gradientenverfahrens mit Vorkonditionierung.
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Neben einer Matrix—Vektor—Multiplikation mit A ist in Algorithmus 3.3 pro Iterationsschritt je-
weils eine Anwendung der Vorkonditionierung v = B~!r zu realisieren. Damit muf} die Matrix B
neben den entsprechenden Spektraléquivalenzungleichungen auch eine effiziente Anwen-
dung von B~! erméglichen. Sind beide Bedingungen efiillt, so wird B als Vorkonditionierung
zu A bezeichnet. Diese ist in der Regel problemabhéngig zu konstruieren und stellt in vielen
Anwendungen eine Herausforderung dar.

3.2 Verfahren des minimalen Residuums

Betrachtet wird jetzt das lineare Gleichungsystem Az = f mit einer invertierbaren Matrix A4, d.h.
es wird weder die Symmetrie noch die positive Definitheit der Systemmatrix A vorausgesetzt. Wie
beim CG-Verfahren wird fiir eine Anfangsniherung z° das zugehorige Residuum 70 = A4z° — f
und der dadurch induzierte Krylov—Raum B

Si(4,1%) = span {r°, Ar°,..., A"}
eingefiihrt. Fiir diesen soll eine Basis {v¢}7_) orthonormaler Vektoren mit

(Qk, Ue) = Ore

konstruiert werden. Die Anwendung des Gram—-Schmidt—Orthogonalisierungsverfahrens fiithrt bei
geeigneter Wahl der Ausgangsvektoren auf die Methode von Arnoldi:

Sei mit z° € IR™ eine beliebige Startniherung gegeben.
Berechne 79 := Az° — f und setze
o A
v = ZT
122112
Berechne fiir k = 0,1,...,n—2:

k
F = Ak — 3 Brent
£=0
mit
ke
Bre = (Av”,v").

Abbruch fiir ||6¥||s = 0, setze andernfalls
,ﬁk—l—l

[

k+1

Algorithmus 3.4: Methode von Arnoldi.

Der Ansatz der Niherungslosung

k
P Zawe
£=0
ergibt fiir das zugehorige Residuum
k
ZIc:+1 — A§k+1 _i — £0 _ ZOKJZAQZ; EO — AQO _I'
£=0
Zu bestimmen bleiben die Zerlegungskoeffizienten oy durch Minimierung des Residuums r**! in

der Euklidischen Vektornorm,

k

I+ |z = I = Y~ aede’||; - min
—o Q.. A
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Fiir eine alternative Darstellung des Residuenvektors r**! folgt aus der Methode von Arnoldi
zunichst

£ £ {41
Avt = 0+ el = 10 e+ Bege! = D Bege!
=0 Jj=0 Jj=0
mit
IB (AQZ;QJ) fﬁrj:(]a"'aga
0 = N :
1542 fiir j = £+ 1.
Dann ist
k k +1
rft =0 =N et = 10 =Y @y B’ = 10 = Vi Hya
£=0 £=0  j=0

mit der durch die orthonormalen Vektoren v7 gebildeten Matrix
Vk+1 = (207217 s Jyk+1) S an<k+2)
und mit der durch
Be,j fiirj <£+1,
0 firg>/¢+1

Hyj, €] = {

definierten oberen Hessenberg—Matrix Hj, € R*+2)*(k+1) Nach Konstruktion folgt weiterhin
r? = Il = [I12]l2 Viesre”

mit dem ersten Einheitsvektor e® = (1,0,...,0)T € R*+2. Mit der Invarianz der Euklidischen
Vektornorm beziiglich orthonormalen Matrizen ergibt sich

24 |2 = 1% = Vi Hiellz = Vit (I2°]]2€” = Hra) [l2 = lll°ll2€” — Heallo.

Wegen Hj, € R*+)xGE+D ynd o € R sowie ¢ € IRF™? entspricht die Forderung
Hia = ||r°||2€° einem iiberbestimmten linearen Gleichungssystem mit k + 2 Gleichungen fiir k + 1
Unbekannte. Zu bestimmen bleibt jener Losungsvektor oo € IR¥+1, der das verbleibende Residuum
minimiert.

Sei Q € R*+2)x(*+2) eine orthonormale Matrix mit Q) Qk = Ij12, so daB QpHy € R(F+2)x(k+1)
obere Dreiecksgestalt besitzt. Dann gilt

Il = HIz°(l2e” — Hralla = [|112°]12Qre® — QrHrall2
= [I2°2Qre” — Rralla = lIr°ll2 [(Qre”)k11l,
falls
(Rra)e = [Ir°)2 (Qre®)e fiir £=0,...,k

erfiillt ist.
Zu bestimmen bleibt eine orthonormale Matrix @y € R*+2)*(k+2) 'welche die obere Hessenberg—
Matrix

Boo Bio ---  Bro
Bo1 B :
H, = 0 ﬁ1,2 € R(k+2)><(k+1)
0 v Bk

B, k+1
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in eine obere Dreiecks—Matrix

To,0 Toa --- To,k
0 T1’1 .
Rk = Qka = 0 0 (= R(k-‘rQ)X(k-i—l)
Tk,k
0

transformiert. Ausgehend von dem Spaltenvektor
. T b
EJ = (Bj,(]) cee a/Bj,j—la ﬂj,j; Bj,j-i—l; 0; ey 0) € RIH_Z
ist zun&chst jene orthonormale Matrix G; gesucht, so daf3
, ~ T
Gjh] = (ﬂj,o;-"aﬂj,j—laﬂj,jaoaoa'"70) .

Offenbar ist die Betrachtung einer orthonormalen Transformationsmatrix G; € IR*** mit

G 3,3 — 4,3
’ ( Bij+1 0
mit der allgemeinen Darstellung

~ a; b 5 19

ausreichend. Die Koeffizienten a; und b; ergeben sich aus der Forderung
—b;Bj; +ajBjj+1 = 0.

Unter Beachtung der Normierung a? + b? = 1 folgt daraus

o = Bi.i by = Bii+1
2 2 2 2
Bii * B Bii t Bl
und daher
Bii = aiBij +biBijr1 = /B + B 01 > 0,
wenn f3; ;11 > 0 vorausgesetzt wird. Fiir j =0,..., % sind die resultierenden Transformationsma-
trizen die Givens—Rotationen
1
1
G = aj by € RH2)x(k+2)
—bj a;
1
1

mit G[j,j] = G;[j + 1,5 +1] = a;.
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Deren rekursive Anwendung liefert mit

Boo Pio - Bro
BPop P - PBra
GrGhL1...G2G1GoHy = GpGr1...GoGiGo| 0 o :
0 o B
B k+1
Boyo ﬂ;,o ﬁjk,o
0 fBia - B
= GrGr-1...G2Gy B2
Br.k
Bre,k+1
Bo,o 51,0 Ek,o
0 Bia - PBra
= GrGr_1...G> 0 ’ :
Bk, k
Br,k+1
Boyo 51,0 Ek,o
0 Big ... B
= 0o . = Ry
Br.
0

die gewiinschte obere Dreiecksmatrix, deren Invertierbarkeit aus der Positivitét der Diagonalein-
trége f3;; folgt. Beim Ubergang von Hj zu Hyyq, d.h. bei Hinzunahme eines weiteren Spalten-

vektors h*! bzw. einer weiteren Suchrichtung v*+2, und vor der Anwendung der zugehdrigen
orthonormalen Matrix Gg41 sind alle vorherigen Transformationen Gy, ...,Go auf A* anzu-
wenden.

Nach Konstruktion ist
Qk = GLGr_1...G1Gy € R(k+2)x(k+2)

orthonormal und zu untersuchen bleibt die Auswertung von

1 4% agp
0 —bo al(—bo)
. 0 0 (=bo)(—b1)

Qre” = G ...Go . = Gi...Gy . = G ...Go .

0 0 0

0 0 0

ao
al(—bo)
_ (=bo)(=b1) R

ar(—bo) - . (—bk—1)
(=bo) -+ (—bx)

Wihrend die ersten k + 1 Komponenten von Qe® die rechte Seite des linearen Gleichungssystems
zur Bestimmung des Koeffizientenvektors a € IR**! bilden, beschreibt die letzte Komponente das
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verbleibende Residuum
k
k1 = 1€°]l2 (Que¥)rs1| = [1ll2 T s -
=0

Wegen

b — Bi.j+1 _ 12712
. _
2 2 A7 . .\
VB 482 I3 + (4w, 092

folgt fiir (Av’,v7) # 0 wegen 3; < 1 ein monotones Abklingverhalten des Fehlers. Insbesondere
fiir die Abbruch-Situation der Methode von Arnoldi, ||2"|]2 = 0, folgt by = 0 und somit

o1 = Iz = 0

?

d.h. ¢! = g ist die exakte Losung des linearen Gleichungssystems Az = f.

Das resultierende Iterationsverfahren ist das in Algorithmus 3.5 angegebe_ne verallgemeinerte
Verfahren des minimalen Residuums (GMRES) [12].

Fiir eine beliebig gegebene Startniherung z° € R™ sei r® = Az® — f.
Berechne gy = ||r°||2. Stoppe, falls gy < € mit einer vorgegebenen

1
Fehlergenauigkeit € erreicht ist. Setze andernfalls v° = Q—fo, Po = 00.
0

Berechne fiir k =0,1,...,n—2:

wk — Ayk
k

~k+1 ~
M =wb =Y Bt Bre = (@b, 00, Bk = [T

£=0
Falls Bix41 = 0, stoppe und berechne Niherungslosung z*+1.

1 _
Rt = A
Brk+1

Berechne fiir £ =0,...,k—1:
Bre = aeBre + beBrera

Bret1 = —beBre + aeBres1
Brk Brk+1 ~
a = T by, = B el Brk = \//3;29;9 +ng+1
\V Bk + Bierta v/ Bk T Bick+1
Dk+1 = —DrDr, Dk = QkDk, Ok+1 = |Pr+1]

Stoppe, falls gr+1 < €00 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ¢
erreicht ist und berechne die Naherungslosung;:

Berechne fiir £ =k, k—1,...,0:

k
1

ap = —— |pe— Bejo;
B [P 2 P

j={+1
k
k+1 £0 _ § alyé
{=0

Algorithmus 3.5: Iterationsvorschrift GMRES Verfahren.

I8
Il
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Ubungsaufgaben
3.1. Gegeben sei die Matrix A € IR™*™ durch

A=1T+ee’ mite = (1,...,1)7.
Man bestimme alle Eigenwerte der Matrix A.

3.2. Fiir die in Aufgabe 3.1 gegebene Matrix A bestimme man die Anzahl der zur niherungs-
weisen Losung des linearen Gleichungssystems Az = f notwendigen CG-Iterationen, um fiir die
Startnéherung z° = 0 eine relative Fehlerreduktion von & zu gewéhrleisten.

3.3. Betrachtet werde die Massematrix M}, der stiickweise linearen Ansatzfunktionen beziiglich
einer gleichmissigen Unterteilung des Intervalles [0,1] in n Elemente der Linge h = 1/n. Man
finde positive Konstanten ¢; und ¢y derart,so dafl die Spektraldquivalenzungleichungen

cihlull; < (Mau,u) < chllully

fiir alle Vektoren u € IR™*! erfiillt sind.

Hinweis: Man driicke die Bilinearform (Mpu,u) als Integral aus und betrachte die lokalen Beitréige
in Matrixform der Dimension 2.



Kapitel 4

Nichtlineare Gleichungen

Fiir die ndherungsweise Bestimmung von Nullstellen einer gegebenen Funktion f : [a,b] — R,
d.h. zur nidherungsweisen Losung der Gleichung

f(z) =0,

werden in diesem Kapitel Iterationsverfahren betrachtet, welche eine Folge von Niherungslosun-
gen {zp }ren mit
lim z, =%, f(Z) =0
k—oo

erzeugen. Die Folge {z }remnw konvergiert gegen den Grenzwert Z mit der Ordnung p > 1, falls
|.Z'k+1 — .i'| < C|.’Ek — .’f'p fiir alle k > kg

mit einem gewissen kg € IV und einer positiven Konstanten ¢ € IR gilt. Fiir p = 1 mufl ¢ < 1
vorausgesetzt werden. Das Konvergenzverhalten ist im allgemeinen abhingig von der Wahl der
Anfangsniherung zo. Muf} ¢ in einer geeigneten Umgebung von Z vorausgesetzt werden, so spricht
man von lokaler Konvergenz. Gilt die Konvergenz fiir eine beliebige Startndherung zq¢ € [a, b],
so folgt globale Konvergenz.

4.1 Bisektionsverfahren
Sei f : [a,b] = IR eine stetige Funktion und es gelte

f(a) f(b) < 0.

Daraus folgt die Existenz wenigstens einer Nullstelle Z € (a,b) mit f(Z) = 0. In Verbindung
mit einer rekursiven Unterteilung des Intervalles [a, b] kann daraus das Bisektionsverfahren zur
niherungsweisen Bestimmung der Nullstelle T € (a, b) abgeleitet werden, siehe Algorithmus 4.1.

Setze
ap = a, bgp = bmit f(ag)f(bo) < 0.
Definiere fiir k =0,1,2,...
Tp = %(ak + b)
und setze
Apy1 = g, bpyy =z falls f(z) far) <0,
A1 = T, b1 = by falls f(zg) f(ar) > 0.

Algorithmus 4.1: Bisektionsverfahren.
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Im Fall f(zr) = 0 ist z; = T die exakte Nullstelle. Nach Konstruktion gilt fiir die Nullstelle
Z € (ag, b). Fiir die Ndherungslosung x; = ay (bzw. x; = by) ist also

|7k — 2| < [br — axl-
Die rekursive Bisektion des Intervalles [a, b] liefert andererseits
|bk - ak| =27k |b - a|,

so daB insgesamt die Fehlerabschétzung
_ 1
lze — 2| < 2—k|b—a|

folgt. Damit ergibt sich die Konvergenz fiir jede beliebige Startndherung, d.h. es gilt globale
Konvergenz.

Beispiel 4.1 Zur Bestimmung der Nullstelle T = 2 von f(z) = z* — 4 im Intervall [a,b] = [1,4]
wird das in Algorithmus 5.1 angegebene Bisektionsverfahren angewendet:

Eoar by xp f(ax) fbg)  f(xw) |zk — |
01 4 2.5 -3 12 2.25 0.5
1 1 2.5 1.75 -3 2.25 —0.9375 0.25

2 175 25 2125 -—-0.9375 2.25 0.515625 0.125

Die Nachteile des Bisektionsverfahrens sind ein langsames Konvergenzverhalten und einer unter
Umsténden nicht monotone Fehlerreduktion, wie das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel 4.2 Zur Bestimmung der Nullstelle T ~ 0.9062 von
f(z) = %(633:4 — 7027 + 15)
im Intervall [a,b] = [0.8,1] ergibt sich
koar by oap o flax)  f(bk) flzr)  |ox — 7

0 08 1 09 =039 1 —0.04 0.0062
1 09 1 09 -004 1 0.3727 0.038

und somit
|z1 — Z| > |zo — F|.

4.2 Methode der sukzessiven Approximation

Fiir die Herleitung eines allgemeinen Iterationsverfahrens zur Losung der nichtlinearen Gleichung
f(z)=0 in [a,b]

werde eine dazu dquivalente Fixpunktgleichung
z=®(z) inla,b)

betrachtet. Daraus ergibt sich, ausgehend von einer Startndherung z¢ € [a,b], die Methode der
sukzessiven Approximation,

Te+1 = @(Jl‘k) fir k = 0,1,2,....

Zu untersuchen bleibt die Konstruktion von ®(z), der Nachweis der Konvergenz der Nihe-
rungslosungen z, und die Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit.
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Beispiel 4.3 Zur Losung der Gleichung f(x) = 2*> — 4 = 0 werden zundchst die folgenden Aqui-
valenzumformungen betrachtet:

1 4
2-4=0 & 2£’=4 o 2°=22+4 <& xzi(m-i-g).

Daraus ergibt sich, ausgehend von einer Anfangsniherung xo € [a,b], die Iterationsvorschrift des
Babylonischen Wurzelziehens,

1 4
Tht1 = —($k+—) firk =,1,2,....

2 Tk
Fiir die Anfangsndiherung xo = 4 folgt:
k Tp |.Z'k — .f'|
0 4 2
1 2.5 0.5
2 2.05 0.05
3 2.00061 0.00061

Fiir @ > 1 wird nun fiir die Losung der Gleichung f(z) = #? — a = 0 die Iterationsvorschrift

1
$k+1=—(mk+i)=¢>(wk) firk=0,1,2,..., =z = a,
2 Tk

betrachtet.

Lemma 4.1 Es gilt
Zp > @iy > a

sowie
1.

vV

Ty > Tyl

Beweis: Aus (a — )2 > 0 folgt 208 < a? + 42 und somit
1 2
af < 1(044'5) .
Fiir @ = z, und § = a/zy, gilt also

| < a<1( +a)2 2
a = T — |z —) ==
- k:ck_4 k Ty, k+1

und somit 3, > a bzw. x4y > 1 fiir alle k € INy. Insbesondere gilt also auch 7 > a. Dann folgt

1 a 1 z2
1< 241 = §<$k+_> < §($k+ﬁ) = T -

Folgerung 4.1 Die Folge {z}}remw von Niherungslisungen ist monoton fallend und nach un-
ten beschrankt. Daraus folgt die Konvergenz der Ndherungslosungen xp gegen die Lésung T der
Fizpunktgleichung T = ®(x).

Zur Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit wird zunéchst die Differenz der Rekursionsvor-

schrift
1

*w) = 5(=+3)
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fiir zwei Argumente z,y > a abgeschitzt:

(++5) -30+7)
2wa: 2yy

|®(z) — @(y)|

Yy—x 1 a
N S L Y
etz A2y
Fiir = 241 = () und y = z = ®(z) folgt mit a = z>
1 1
ok — & = |@(ax) — B(F)| < 5‘1—% o = 7| = 5=k = 3

und wegen zj, > 1 ergibt sich die quadratische Konvergenzabschitzung

1
|Trt1 — 7| < 3 |z — 2.

4.3 Banachscher Fixpunktsatz

Die Vorgehensweise des Babylonischen Wurzelziehens zur Losung der Gleichung f(z) = 2?2 —a =0

soll nun zur Losung allgemeiner nichtlinearen Gleichungen
f(z)=0 1inJa,b]
bzw. der dazu dquivalenten Fixpunktgleichungen
z=®(z) inla,b)
iibertragen werden. Wie oben wird die Methode der sukzessiven Approximation
Try1 = P(xg) firk=0,1,2,...

betrachtet. Die Funktion ® erfiillt in D = [a, b] eine Lipschitz—Bedingung mit einer positiven
Lipschitz—Konstanten cy,, falls

|®(z) — @(y)| < crlz -yl
fiir alle z,y € D = [a, ] erfiillt ist. Gilt ¢z, = ¢ < 1, dann heiit & Kontraktion auf D = [a, b].

Satz 4.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei D = [a,b] abgeschlossen und ® : D — D eine
Kontraktion auf D mit ¢ < 1. Dann hat die Fizpunktgleichung v = ®(x) genau eine Lisung
xo € D. Bildet man fiir xg € D = [a,b] die sukzessiven Approzimationen zy+1 = ®(z), so gelten
die a priori Fehlerabschdtzung

|z — x| < 1_q|a:1—a:0
sowie die a posteriori Fehlerabschitzung
|z — 2| < T4 |z — zp—1]-

Beweis: Wegen ® : D — D folgt fiir zo € D durch vollstéindige Induktion x4, = ®(zy) € D fiir
alle k € INg. Durch rekursive Anwendung der Kontraktionsabschitzung folgt dann

|Zhi1 — zk| = |®(x1) — ®(zr-1)| < ok — 2p1] < ¢F |21 — 20|
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Fiir p € INg ist

p—1 p—1 p—1
sy =zl = D @kritr = @rea)| < Y [@hrirs — zrpil <Y ey — a0
=0 =0 i=0
p—1 1—q?
_ ok i _ ok _ _
= Q|$1—$0|;q =4q 1_q|€131 $0|Sl_q|$1 ol .
Daraus folgt
k
li - < 1 - =0
Q0 b =l <l gl = ol

fiir alle p € INg. {zf ke ist also Cauchy—Folge und somit existiert der Grenzwert
Z= limzreD =D
k—o0
bzw.

Z = lim z; = lim x4y
i—00 p—0o0

fiir ein fest gewidhltes k € INy. Damit folgt die a priori Fehlerabschitzung

|z — x| = pli_{go(ka —zp)| < |z1 — zol-

q
1-¢

Zu zeigen bleibt, dal der Grenzwert T = limg_, z; Losung der Fixpunktgleichung z = ®(x) ist.
Es gilt

|z —®(@)| = [7-3(2k)+ B(zx) - B(2)| < [T — ()] +[|P(21) — 2(2)|
= [Z—ak| +|2(21) - @(@)] < |7 — 2ot | + glzrk — 7
k1 k k41
< 1_q|w1—xo|+q1_q|w1—x0| = 21_q|:1:1—:170|
fiir alle k € IN. Daraus folgt
k+1
T — &(z)| < - i =
|Z — ®(Z)| < 2|z1 — 2ol klgr;ol_q 0

und somit Z = ®(Z).
Fiir zwei Fixpunkte Z = ®(Z) und Z = ®(2) ist

|z —2| = |2(2) - ()| < q|T -7
und daher
0<(1-¢qlz-2<0

und wegen g < 1 folgt mit Z = ¥ die Eindeutigkeit des Fixpunktes.
Mit
lze — 2| = [®(2r-1) — ®(Z)| < qlor — 2| < qllor1 — 2] + |28 — T[]
folgt schlieflich
(1=q)|zx — 2| < glzr — Tp-1]

und somit die a posteriori Fehlerabschitzung. [
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Beispiel 4.4 Fiir die Iterationsvorschrift des Babylonischen Wurzelziehens,

gilt

1 ‘ a
cr, = — max |1 — —
2 z,yeD zy
Fiir eine Kontraktion in D mit c, = q <1 mugf also
‘1 2l <
Ty

bzw.
a

-2<1-—<2
Ty

fiir alle x,y € D gelten. Die obere Abschitzung ist fiir Argumente a > 1 und x,y > 0 stets erfiillt.
Die untere Abschitzung ist dquivalent zu

< 3.

a
Ty

1
Dies ist zum Beispiel erfillt fir alle x,y > \/a. Damit ist ®(z) = 5(.’6 + %) Kontraktion auf
D = [ya, ).

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert nur eine lineare Konvergenzabschitzung. Beim Babylonischen
Wurzelziehen ergab sich jedoch eine quadratische Konvergenzordnung. Diese kann auch aus dem
folgenden Satz abgeleitet werden.

Satz 4.2 Sei ® eine in D p-mal stetig differenzierbare Funktion und im Fizpunkt T = ®(Z) gelte
'(z)=9"(x)=...=0"VD(z)=0, P (z)#0.

Dann gibt es eine Umgebung von Z, Us(Z) = {y € D : |y — Z| < &}, so daf

1
T —7Z| < — max (») z, — Z|P
|Tk+1 — ] < o1, P (y)| |zx — Z|

fir z, € Us(Z) gilt.

Beweis: Die Taylor—Entwicklung von zp4+1 = ®(z) um den Fixpunkt Z ergibt

@ (€)

2" @)

Trr1 = B(2x) = ®(2) + T(mk —2)" + (o — 2)"

n=1

mit einer Zwischenwertstelle & € (zy, %) fiir 3 < & bzw. £ € (7,2}, fiir 7 < x;. Wegen @™ (z) =0
firn=1,...,p— 1 und Z = () gilt also

Tpt1 = T+

Aus &) (%) # 0 und wegen der Stetigkeit von &) (z) existiert eine -Umgebung Uy (%) von Z mit
®(P)(£) £ 0 fiir £ € Us(Z). Daraus folgt die Behauptung. |
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Beispiel 4.5 Fiir die Rekursionsvorschrift
1 a
(I)(.'L') = 5 (.’L' + E)
und den Fizpunkt T = \/a ist
1 a
! — — _
o) = 3 (1 )
und somit ®'(T) =0, aber
1la

(@) = 175 V@) = Lz # 0,

Mit p = 2 ergibt sich also die quadratische Konvergenz des Babylonischen Wurzelziehens.

4.4 Sekantenmethode und Newton—Verfahren

Wesentlich fiir die bisherigen Betrachtungen war die Herleitung der Fixpunktgleichung z = &(z)
bzw. die daraus resultierende Rekursionsvorschrift
T+l = @(.’Ek) .

Beim Babylonischen Wurzelziehen konnte diese durch einfache Transformationen aus der zu l6sen-
den Gleichung gewonnen werden. Im folgenden soll ein allgemeiner Ansatz zur Herleitung von
®(x) verfolgt werden.

Gesucht ist Z € D = [a,b] als Losung der nichtlinearen Gleichung f(Z) = 0. Ist f(z) stetig
differenzierbar, so liefert die Taylor-Entwicklung in Z

0= £(@) = f(z)+ (@ —2) f'(§)
mit einer Zwischenwertstelle £ € (z,Z) U (Z,z). Daraus folgt

f(z)
&)’
wobei f'(£) geeignet zu approximieren bleibt. Die Wahl
f() — f(a)

b—a

T=x—

o~

fithrt dann auf die Sehnen—Methode
b
Tht1 = Tp — = flzr) = D(xg) .
Fiir zwei schon berechnete Naherungslosungen z und z;_; ergibt die alternative Approximation

flan) = f(@i-1)

I ~y
(¢ ~ P
die Sekantenmethode
They = T — ——k " Tkl
* F(zr) — f(op—1)

Wird anstelle der vorherigen Naherungslosung xp_1 eine Niherungslosung xy mit f(zg)f(z,) <0
gewihlt, so ergibt sich die modifizierte Sekantenmethode (Regula Falsi)

fzr) = @(w) .

x = T — _ThTm
BT ) — f(mo)

f(zr) = @(zk).
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Gilt im Fixpunkt Z = f(Z) fiir die erste Ableitung f'(Z) # 0, so kann in einer Umgebung von Z
die Approximation f(&) ~ f'(xx) gewihlt werden. Daraus folgt das Newton—Verfahren

Th4+1 = Tk — ;,((ZI;)) = (k).
Fiir die Bildungsvorschrift (@)
_ ., f
b(x) =z — ()

mit f'(z) # 0 ist )
iy - J@I"@

L @ i@
¥z =1 PP

T F@ TP

und wegen f(Z) = 0 gilt im Fixpunkt ®'(Z) = 0. Weiterhin ist

o(a) = IO @F — 26 @@ + [@)f @) @)
) [ )P

und somit (2)
3" (z) = L2
f'(@)
Fiir f"(Z) # 0 folgt somit ®"(Z) # 0 und mit p = 2 ergibt sich ein quadratisches Konvergenzver-
halten des Newton—Verfahrens in einer Umgebung des Fixpunktes z.

Am Beispiel des Sekantenverfahrens soll nun gezeigt werden, daf fiir die Konvergenzordnung p
nicht nur natiirliche Zahlen in Frage kommen.
Fiir die Iterationsvorschrift

P =T )~ Fe) T
ergibt sich fiir den Fehler
_ _ X —T+T— 2Tk
A [ e e A
€ — €L— €L — x — € Tk—
- o e = e
und somit
el _ 1 [ flze)  flon—1) ] _ 9(@x) —g(zp1)
exex—1  f(@r) = f(@p—1) (2 —F @1 —7Z f(zr) = flzr-1)
mit der Funktion
o) = T2

o(ox) — g(wker) = / §(@)dz = ¢ () @k — T5),

@) - fl@e) = / F(@)dz = 1'(€)(@s — 41)

€k+1 g'(n)
exer-1  f'(€)
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Die Ableitung von g(x) ist

oy _ L@ fl@)  fi@)(@—z) - fz)
@) = T G-y @ —-2)
und damit ey 5 )
Aus der Taylor-Entwicklung
0= f&) = 1) + /)@ —m) + 5 @)@ ~ 1)
mit einer Zwischenwertstelle £ folgt dann
1. -
g) = 5(6)
und somit L
€k4+1 1
exer—1 — 2 f'(§) =M

in einer Umgebung des Fixpunktes Z. Es gilt also
ert1 < Mepegp_1
bzw.
er+1 < €per1
mit €, = M eq. Seien Anfangsniherungen xg und z; gegeben, so daf3
K = max{éo,\q/a} <1
mit ¢ € IR gilt. Dann ist
1

e < K=K, & < K=K

und durch vollstéandige Induktion folgt

k k—1 k-1 k41
Err1 < Epép_1 < KT K9 — KO (e+) — ga 7

falls ¢ + 1 = ¢2 erfiillt ist,

_1+V56
qi/2 = 5
Damit gilt
K 1++5
-7 < — = ~ 1.618.
|‘rk $|_ M q 9 618

4.5 Nichtlineare Gleichungssysteme

Gesucht ist der Vektor € IR"™ als Losung von n nichtlinearen Gleichungen F(Z) = 0,

fl(jly---yjn) = 0,

fn('i.].);i-n) = O

Die Taylor-Entwicklung der Funktionen f;(Z) um eine gegebene Niherungslosung z* fiihrt bei
Vernachlissigung des jeweiligen Restgliedes auf

0= fi(@) ~ filz") + _

n
1=

_ 0 o
1(333‘ —sv?)a—xjfi(g’“) firi=1,...,n.
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1

Damit kann eine neue Niherungslosung z¥t! aus dem linearen Gleichungssystem

> %fi(&k)(xf—H —xf) = —fi(z") firi=1,...,n
g=1

bestimmt werden. Dies ergibt das Newton—Verfahren im R",
—1

2 = gk (2_5@19)) F(z").

Die Konvergenz folgt analog zum eindimensionalen Fall aus dem Banachschen Fixpunktsatz, d.h.
dem Nachweis der Kontraktion in einer geeignet gewdhlten Umgebung des Losungsvektors, siehe
zum Beispiel [5].

Ubungsaufgaben

4.1. Zu bestimmen ist die Nullstelle Z € [1,2] der Funktion f(z) = 2°> —z — 1. Man bestimme die
Anzahl der notwendigen Iterationsschritte des Bisektionsverfahrens, um eine relative Genauigkeit
von € = 102 zu erreichen. Man berechne diese Niherungslsung.

4.2. Gegeben sei die Iterationsvorschrift

1 a

Tht1 = 3 [ka+—2] firk=0,1,2,..., wy = a.
Ty

a) Fiir welche a € IR mit a > 1 ist die Iterationsvorschrift eine Kontraktion?

b) Wieviele Iterationen sind notwendig, um /a mit einer relativen Genauigkeit von & zu berech-
nen?

4.3. Zur Berechnung der Nullstelle Z > 0 von f(z) = (sinhz)® — 3 fiihre man einen Schritt
des Newton—Verfahrens mit g = 3 > Z durch. Weiter berechne man f(z) und beweise mittels
vollsténdiger Induktion, dafl z; > z fiir alle k € IV gilt. Man zeige auflerdem, dafy die Folge
{zk}rev streng monoton fallend ist.

4.4. Fir die ndherungsweise Berechnung der Nullstellen von

227 -3z -2
B r—1

f(z)

untersuche man die Fixpunktiterationen zx11 = ®;(zy) mit

3 —dx—2
h r—1

X

<I>1(x) s @2(1’) =x—-2+

r—1

auf ihre Konvergenz und bestimme gegebenenfalls die Konvergenzordnung.

4.5. Man verwende ein geeignetes Niherungsverfahren zur Berechnung aller Nullstellen von

3 3 1
— 3 T2y e —
flz) = 5% +5:c 20"

4.6. Zur Nullstellenbrechnung einer dreimal stetig differenzierbaren Funktion kombiniere man
die Taylor-Entwicklungen erster und zweiter Ordnung zu einem verbesserten Newton—Verfahren.
Dabei werden die jeweiligen Restglieder vernachléissigt. Zur Berechnung von y/a gebe man eine
geeignete Fehlerabschitzung an. Anschlieflend fiihre man drei Iterationsschritte fiir xg = a = 4
durch.



Kapitel 5

GewdOhnliche
Differentialgleichungen

Betrachtet werde das Anfangswertproblem (Cauchy—Problem) zur Bestimmung einer im Inter-
vall I = [a, b] stetig differenzierbaren Funktion y € C1(I),

y'(z) = f(z,y(z)) firzel, y(wo) = yo fiirzo €l

Hierbei ist f : Ix(—00,+00) — IR eine gegebene skalare Funktion. Die Integration der Differential-
gleichung ergibt unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung y(zo) = yo die Integralgleichung

y(z) = y(zo) +/f(s,y(m))ds firz € I.

Daraus ableitbar ist ein analytisches Nidherungsverfahren, die Methode der sukzessiven Ite-
ration (Picard—Iteration)

Yo(r) = o,

T
Ynt1(z) = y0+/f(s,yn(s))ds fireel, n=0,1,2,....
Zo

Hinreichend fiir die Konvergenz und damit fiir die eindeutige Losbarkeit der Integralgleichung ist
die Lipschitz—Stetigkeit von f(z,y) beziiglich dem zweiten Argument y,

|f(z,91) — f(z,y2)| < Llyr —y2| fiir alle (z,y;) € I X (—o0,+00), i =1,2.

In diesem Kapitel sollen numerische Verfahren zur niherungsweisen Bestimmung der Losung y(x)
des Anfangswertproblems im Intervall I = [a, b] hergeleitet und analysiert werden. Mit

on=a+kh firk=0,...,n, hzb;“

seien n+1 gleichméBig verteilte Stiitzstellen mit der Schrittweite h gegeben. In den Stiitzstel-
len xj, sei y(zy) der exakte Losungswert und y eine zu bestimmende Niherungslosung. Fiir k = 0
stimmt diese offensichtlich mit der Anfangsbedingung y(z¢) = yo iiberein. Zu bestimmen sind also
Nsherungswerte yj, fiir £ > 1. Bei Einschrittverfahren ergibt sich die neue Niherungslosung
yr+1 allein aus der Kenntnis des vorherigen Niherungswertes yi. Im Gegensatz hierzu flieflen bei
Mehrschrittverfahren mehrere bekannte Naherungswerte in die Berechnung der neuen Nihe-
rung ein.
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5.1 Einschrittverfahren

Fiir k =0,..., N—1 wird zunéchst die Losung y(zy,) in der Stiitzstelle z, als bekannt vorausgesetzt.
Die Integration der Differentialgleichung y'(z) = f(z,y(z)) iiber z € [z, x+1] ergibt dann

Th41

y(@p41) = ylag) + / flz,y(x)ds.

Tk

Die Herleitung eines Niherungsverfahrens beruht nun auf einer geeigneten numerischen Appro-
ximation des Integrals. Mit der (linksseitigen) Rechteckregel folgt

Yrerr = y(zx) + b f(zr, y(2r))

und Ersetzen des unbekannten Losungswertes y(zy) durch den bereits berechneten Niherungswert
yi ergibt das vorwirtige Eulersche Polygonzugverfahren

Yk+1 :yk+hf($kayk) fﬁrk:oala"'an_l'

Da aus der Kenntnis der vorherigen Nidherungslosung y, die neue Ndherungslosung ygy1 allein
durch Auswertung der rechten Seite yi + h f(zx,yr) gewonnen werden kann, liegt ein explizites
Verfahren vor. Im Gegensatz hierzu fiihrt die Verwendung der rechtsseitigen Rechteckregel,

Ye+1 = y(@r) + h f(@pt1,y(Tr41)),
auf das implizite Polygonzugverfahren
Yk+1 :yk-"_hf(mk-‘rlayk-‘rl) fﬁrk:0717"'7n_17

welches zur Bestimmung von y1 im allgemeinen die Losung einer nichtlinearen Gleichung erfor-
dert.
Wird fiir die numerische Integration die Trapezregel verwendet,

et = p(on) + T () + ey,

so ergibt sich mit

1
Yrt1 = yk+§h[f($k;yk)+f($k+17yk+1)] firk=0,1,...,n -1

ein implizites Crank—Nicolson—Verfahren.
Das Einsetzen des vorwértigen Eulerschen Polygonzugverfahrens in das Crank—Nicolson—Verfahren
liefert dann die Rekursionsvorschrift der Heunschen Methode,

1
Yert = Y+ hf(@r k) + f(@ern, g + hf (2k,90))] - firk=0,1,...,n —1.
Allgemein sind explizite Einschrittverfahren von der Form
Yk+1 :yk+h¢($kayk7h) furkzO,l,,n—l

und somit gilt

w = ®(zg,yp,h) firk=0,1,...,n—-1

sowie
gk+1 = y(ﬂfk)-f-hq)(.'lj'k,y(.’lﬁk),h) furk:O,l,,n—l

Das numerische Niherungsverfahren heifit konsistent von der Ordnung p, falls

w — ®(ap, y(ar),h)| < cx hP

mit einer Konstanten ci gilt.
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Der Fehler der berechneten Néherungslosung yx1 setzt sich zusammen aus dem Fehler der nu-
merischen Integration und dem fehlerbehafteten Ubergang von den unbekannten Lésungswerten
y(zr) zu den bereits berechneten Nidherungswerten yy,

ert1 = [Y(@r+1) = Yrt1l < [Y(@pt1) = Y1 + [Ph+1 — Yo -
Fiir den Integrationsfehler ergibt sich aus der Abschitzung des Konsistenzfehlers

TK+1

y(@hsr) — Fer| = / F(@,y(@)dze — h & (zr, y(zi), h)

Tk
Th+1

= / y'(x)dx — h ®(zk,y(xr), h)

Tk

[y(@rr1) — y(zk) — h (zk, y(zk), h)|

Y(@r+1) — y(zk)
h ‘—* -

— ®(zk, y(zx), h)| < cx APHE.

Die Lipschitz—Stetigkeit von f(z,y) beziiglich dem zweiten Argument y induziere die Lipschitz—
Stetigkeit von ®(z,y, h) beziiglich y, d.h. es gelte

|¢($’y1ah) - @(l’,yg,h)‘ <cr |y1 - y2| fiir alle (.’ll’,y,) elIx (—OO,+OO), t=1,2.

Daraus ergibt sich fiir den durch die Stérung der Eingangsdaten hervorgerufenen Fehler die
Stabilitétsabschitzung

[Uk+1 — yr+1| = |y(@k) =y + A ®(@k, y(2zk), h) — h ®(zk, yr, )|
ly(zr) — yx| + b |®(@k, y(21), h) — D(Tks Yiiy B
(L+cLh)ly(ze) — gl -

IN A

Insgesamt gilt also
ert1 < (14+crh)ep +cx BT firk=0,1,...,n—1
mit
eo = |y(@o) —yo| = 0.

Fiir £ = 0 gilt also
e1 < cx hPTL.

Durch vollstéandige Induktion folgt dann

k
) 1— (1 +cph)kt? CK
< 1 i Pl _ Pl < 22 (1 h)*+1 pp
epr1 < <i_20( +CLh)> ck b 1—(1+CLh) ck W < CL( +cr )

fiir k =0,...,n—1. Insbesondere fiir K = n—1 ergibt sich mit h = (b—a)/n die Fehlerabschitzung
CK CL(b — a) " CK cp(b—a)
ly(®) —yn| < — (1+———) W’ < — V7 RP.
Cr, n Ccr,

Fiir ein konsistentes Naherungsverfahren ist also die Stabilitat hinreichend fiir die Konvergenz des
Verfahrens, wobei die Ordnungen von Konsistenz— und Konvergenzabschétzung {ibereinstimmen.
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Beispiel 5.1 Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Losung y(z) liefert die Taylor-Entwicklung

y(ow) + by (@) + 5 W2y ()

= (o) + h Sl y(@) + 3 2y (&)

Y(Trv1) = y(zre + h)

mit einer Zwischenwertstelle & € (g, Tp+1)-
Andererseits ist fir das vorwirtige Eulersche Polygonzugverfahren ®(xg, yx, h) = f(zg,yr). Damit
folgt fiir den Konsistenzfehler

Y(@rr1) = y(zr) _‘I)(xkay(xk);h)‘ = ‘%hy”(ﬁk) <ckh

h

mit
1

= — max
2 ge(ash)

ly"(©)]

CK
und somit die Konsistenz— und Konvergenzordnung p = 1.
Zur Herleitung von Verfahren hoherer Konsistenzordnung p wird fiir die Losung y(x) der Dif-

ferentialgleichung v'(z) = f(z,y(z)) eine Taylor-Entwicklung hoherer Ordnung betrachtet, zum
Beispiel ist

1 1
Y(zry1) = ylow) + hy' (o) + 2 Ry (zr) + 6 By (&)

mit einer Zwischenwertstelle & € (2, +1). Einsetzen der Differentialgleichung ergibt

Yonnn) = yla) +hf@oy() + 5 h o fy@)| g By,

T=Tk 6
Mit
L@y@) = L@y@) + @)y ()
= aley(@) + ey @) @ y(@)
und

Yrerr = y(@e) +h f(zr, y(2e)) + % W [fa(zr, y (@) + fy(@r, y(zn)) f (2, y(@r))]
folgt daraus
Y(@k+1) = Ypa + éh3 y"' (&) -
Fiir die Abschitzung des Integrationsfehlers ergibt sich

- 1
[y(Tk+1) — Yr41| < 5h3 max |y (£)].
EE(Th,Tht1)

Die Berechnung von 941 verlangt die Auswertung der partiellen Ableitungen f(zx,y(xx)) und
fy(zk,y(xx)). Durch den Ansatz

Ur+1 = y(xx) + h ®(zk, y(21), h)

mit

®(zk,y(zk),h) = flzr,y(zr)) + %h[fz(wk,y(xk)) + fy(@r, y(@x)) f(zr, y(z))]
arf(zr,y(2)) + a2 f (zr + o, y(zx) + B) + R(h)
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und noch zu bestimmenden reellen Parametern a;, as, @, 8 und einem zusétzlichen Restglied R(h)
soll die Auswertung von 741 auf eine alleinige Auswertung der gegebenen Funktion f(z,y) zuriick-
gefiihrt werden. Die Anwendung der Taylor—Formel in zwei Veréinderlichen,

flax +a,y(ae) + B) = f(ory(zx)) + afo(zr,y(@r) + Bfy(zr,y(@r) + O@® + af + ),
ergibt

®(zk,y(zk), h)

f(@e,y(ze)) + 5 h[f (@h, y(z)) + fy(@h, y(z)) f (2, y(zk))]
a1 f(zk, y(z ))+a2 [f @k, y(zr)) + afe(zr, y(zr)) + Bfy(Tr, y(zk))]
+a,0(a* + af + B%) + R(h)

(h
= (a1 +a2)f(zr,y(xr)) + a2 fo(Tr, y(zr)) + a2Bfy(@r, y(zr))
+a20(a? + aff + %) + R(h)

und durch Koeflizientenvergleich folgt

1h, asf = %hf(xkay(xk))

a1 +ay =1, aza = 2

sowie

R(h) = —a,0(a? + aB + B?).

Eine mogliche Losung ist

und somit

Dok, y(@),h) = 3 Fwy(on)) + 5 fon +hoy(en) + o y(en)) + ROR).

2
Fiir 1
U1 = ylag) + 2 h [f(@k,y(xr)) + f(@r + b, y(zr) + hf(zr,y(2r)))]

folgt dann die Fehlerabschétzung

_ ~ ~ _ 1
[y(@kr1) = Jrer1] < |Y(@rs1) = Urrr| + k1 — Gora| < 6h3 max |y (§)| + h|R(h)|.
E€(Tr,Trt1)

Mit
|R(h)| = |a20(a® + aB + B?)| < ch?
ergibt sich fiir die Abschiitzung des Integrationsfehlers
y(@r41) = Tea| < ch?,
falls die Losung y(z) dreimal stetig differenzierbar ist. Fiir die Konsistenzordnung folgt also
p=2.

Werden in der Berechnung von g1 die exakten Losungswerte y(z) durch die vorher berechneten
Nsherungslosungen yy, ersetzt, so ergibt sich die Heunsche Methode

1
Yerr = Y+ 5 R [f(2e,y0) + (@ + by + hf (25, y0)))
und aus der Stabilitdtsabschitzung folgt die Fehlerabschitzung

ly(b) —ya| < ch?.
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Eine zweite Losung der Gleichungen des Koeffizientenvergleichs

1
art+ay =1, aa=<h aff = §hf(wk,y($k))

ist gegeben durch
1 1
a =0, aa =1 a= §h7 ﬂ = §hf(xkay($k))
Daraus ergibt sich das Mittelpunktverfahren (modifiziertes Euler—Verfahren)

1 1
Yr+1 = Yp +h fre + §h7yk + §hf(mkayk))

wiederum als Verfahren 2. Ordnung.
Allgemein kénnen Einschrittverfahren durch Integration der Differentialgleichung,
Th41
o) = v+ [ S @)z,
Tk

und Anwendung einer numerischen Integrationsformel

m
Uk = y(@r) +h Y cif (zn + ash, y(zk + ash))
i=1
und anschlieflende Ersetzung der Losungswerte y(xr) durch die bereits berechneten Niherungs-

werte y hergeleitet werden.
Die Bestimmung der Loésung y(z) in den Integrationspunkten zy + a;h erfolgt rekursiv aus

Tr+aih
y(zr +ash) = y(zw) + f(s,y(s))ds
Tk
i—1

~ ylzk) + Z bij f(zr + ajh,y(zk + ajh)).
j=1

Fiir die neue Niherungslosung yy1 ergibt sich dann die Rekursionsvorschrift

m
Yrt1 = Yp+h Z cik;

i=1
mit
i—1
ki = fzp + aih,ye + 0y bik;) firi=1,...,m.
Jj=1

Die Parameter a;, b;; und c¢; ergeben sich wie bei der Herleitung der Heunschen Methode durch eine
entsprechende Taylor-Entwicklung der Losung y(z) und Koeffizientenvergleich. Die resultierenden
Verfahren sind die Runge—Kutta—Verfahren, welches zum Beispiel fiir m = 4 durch

ki = f(zr,ye)
1 1
kr = flzr+ §hayk + §hk1)
1 1
ks = flzr + §hayk + §hk2)
ks = f(xrx + h,yx + hks),
1
Y1 = Yr + 6 hlk1 + 2ka + 2ks + k4]

ein Verfahren 4. Ordnung beschreibt.

Das alles sind recht miihselige Rechnungen und die Freude des scharfsinnigen Kopfes an sich selbst
ist manchmal die alleinige Ursache dessen, dass man weiterrechnet. (F. Kafka)
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5.2 Mehrschrifttverfahren

Die Herleitung von Einschrittverfahren zur ndherungsweisen Losung des Anfangswertproblems
y'(z) = f(z,y(z)) firz€l, y(xo) =yo firm €I
basiert einerseits auf einer Approximation der Ableitung durch Differenzenquotienten,

x —y(z
Vo)~ LB ZVED) ),
kann aber auch andererseits durch numerische Integration von
Th41
varn) = v@)+ [ f@y@)ds = yloe) + b fory(on)

Tk

begriindet werden. In beiden Fillen ergibt sich das Eulersche Polygonzugverfahren

Yh+1 =Yk + h f(Tr, yr)-

Bei Einschrittverfahren erfolgt die Berechnung der Niherungslosung yg41 in zpy1 also nur aus
der Kenntnis der Losung y, in zj. Werden mehrere Paare (x¢,y¢) zur Berechnung von yg41 ver-
wendet, so fithrt dies auf Mehrschrittverfahren. Analog zu Einschrittverfahren kénnen diese
sowohl durch eine Approximiation des Differenzenquotienten als auch durch eine numerische In-
tegration hergeleitet werden. Hier sollen vor allem Zweischrittverfahren behandelt werden, auf
eine Diskussion allgemeiner Mehrschrittverfahren soll hier verzichtet werden.

Die Verwendung des zentralen Differenzenquotienten

Ve~ L WB) gy 0y)

bzw. die numerische Integration von
T4l
o) = yorn) + [ S y@)ds
Th—1

durch die Mittelpunktregel ergibt mit

Ykt1 = Yk—1 + 2h f(zk, yr)

ein erstes Zweischrittverfahren. Neben der durch die Anfangsbedingung y(zo) = yo gegebenen
Startniherung muf} die Niherung y; durch ein geeignetes Einschrittverfahren bestimmt werden.
Die Taylorentwicklung von g(z) = f(z,y(z)) liefert

1
f@,y(x) = g(x) = glar) + (z — 21)g' (xx) + 3 9" () (& — z1)”
fiir € (zg—1,%p41) mit einer Zwischenwertstelle £ € (zg—1,Tk+1) und somit

Th41 The+1

[ @i = [ o)+ @ - o0g @) + 30" - )ldo
= Mg)+o@) [@-zido+; [ 9@ -0 d
= WS+ [ 9@ -0

Tr—1
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Daraus ergibt sich die Fehlerabschitzung

Th41 Th41

/ F (@, y(@))de — 2 f (2, y(2))| =

k—1 Thk—1

1
§'(0)(z —zi)dz < hS max g (€)
£€(Th_1,r41)

N | =

und somit die Konsistenzordnung p = 2.

Die Approximation der Ableitung y'(xy) durch Konvexkombinationen des vorwirtigen und
riickwértigen Differenzenquotienten liefert

Y(@r+1) — y(zr) y(zr) — y(wg-1)
% a)f

fiir beliebige Parameter a € IR. Dieses Vorgehen fiihrt auf die BDF—Verfahren (Backward
Difference Formula). Fiir a = 3/2 ergibt sich zum Beispiel

y'(zr) = a + (1~

3Yk+1 = 4yr — Yr—1 +2h f(Tr,yr),

wihrend fiir « = —1/2
Yr+1 = 4yr — 3yk—1 — 2h f(k, yr)
folgt.

Beispiel 5.2 Fiir die niherungsweise Lisung des Anfangswertproblems y'(x) = 0,y(0) = 0 wird
das konsistente Zweischrittverfahren

Yr+1 = 4yr — 3Yr—1
mit den Startwerten yo = 0 und einem gestérten Niherungswert y, = e # 0 betrachtet. Dann folgt

1
y2 = 4e = 5(32—1)5

und allgemein gilt
1
Yp = 5(3’“ —1e.

Dies folgt durch vollstindige Induktion,
1 1
Ye1 = Ay —3yea =43 (3% — 1)5—35 (31 _1)e
1 1 1
= 5[4-3’9—4—3-5’,’“—1+3]5 = 5[4-3’“—3’“—1]e= 5(3’chl —1e.

Damit folgt yr, — oo fiir k — oo und somit ergibt sich keine Konvergenz des Niherungsverfahrens.
Ursache hierfiir ist die fehlende Stabilitit des Verfahrens.
Zur Bestimmung der Lésung yr, = y(zx) kann auch die Differenzengleichung

Yr+1 — 4y +3yr-1 = 0
betrachtet werden. Der Ansatz y, = \* ergibt
0 = MHE _axF L3k = NP2 40 4 3]
und somit die charakteristische Gleichung
M -2 +3=0

mit den Nullstellen \y = 1 und Ay = 3. Die allgemeine Lésung der Differenzengleichung ist dann
gegeben durch
yr = c1 + 3% firk=0,1,2,....
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Aus den Anfangsbedingungen yo = 0 und y; = € folgt ¢; + ¢co = 0 und ¢; + 3ca = € und somit
¢ = —€/2 bzw. ca = €/2. Damit ist wie oben

Lok
Yk =3 (3" —1)
und die Divergenz des Niherungsverfahrens folgt wegen Ao =3 > 1.
Wie das vorherige Beispiel zeigt, ist fiir die Stabilitit eines Mehrschrittverfahrens die sogenannte
Waurzelbedingung hinreichend und notwendig, d.h. alle im allgemeinen komplexen Nullstellen
der charakteristischen Gleichung des N&herungsverfahrens sind betragsmé&fig nicht gréfler als Eins,
mehrfache Wurzeln sind echt kleiner Eins.

Beispiel 5.3 Fiir die Rekursionsvorschrift
3Yk+1 = 4yr — Yk—1 + 2hf(Tk, yr)
lautet das charakteristische Polynom
oA =337 —4x+1=Br-1)(A-1)

mit den Nullstellen Ay = 1/3 und Ay = 1. Damit ist die Wurzelbedingung erfillt, woraus die
Stabilitit des Verfahrens folgt.

Als alternativer Zugang zu Mehrschrittverfahren werden im folgenden numerische Integrationsfor-
meln zur Auswertung von
T4l
W) = @)+ [ fa@y@)ds
zy

betrachtet. Die Interpolation von g(z) = f(z,y(z)) in den Knoten z;_; und ) kann mit Lagrange—
Polynomen durch

T—x T — T
92(x) = g(@r—1)Li—1(z) + g(@r) Li(z) = g(mh-1)———— + glwp) ————
Th—1 — Tk Tk — Th—1
beschrieben werden. Einsetzen des Interpolationspolynoms ergibt
T4l
Uerr = ylxe) + / 92(z)dzx
Tk
Th41 Thk41
r — Tk r—Tg—-1
= Tr) + g(Tr— /7d:1:+ x /7d:1:
y(@k) + 9(@p-1) PR 9(xk) P
Tk T

y(ok) = 5 hglzi) + 5 ho(en)

= o)+ 5 b F () - 5 b y)

Ersetzen der unbekannten Losungswerte y(x¢) durch die bereits berechneten Niherungslgsungen
ye ergibt das explizite Adams—Bashfort—Verfahren

3 1
Yk+1 = Yk + 3 hf(@"k;yk) - §hf($k—1;yk—1)-

Im Gegensatz hierzu liefert die Interpolation in den Stiitzstellen xj und 41 mit

T—x T—x
92(2) = g@r)Li(w) + 9(@r41) L (&) = glan) ——— + g(@p41) ————
Tk — Tk41 Tr+1 — Tk
das implizite Adams—Moulton—Verfahren

1
Yr+1 = Y+ 5 hf(zr, yr) + f(@ra1, Yrr1)]-
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5.3 Stabilitét

Die Losung des Anfangswertproblems
y'(z) = f(z,y(z) = \y(z) fiirz e (0,a), y(0)=yo
mit einem beliebigen Parameter A € IR ist gegeben durch
y(z) = yoe .

Die Bestimmung einer N#herungslosung mit dem Eulersches Polygonzugverfahren fithrt auf die
Rekursionsvorschrift

ki1 = Yk +hf(@ye) = e +hAye = 1+R Ay = (1+Rh M)y
fir k = 0,...,n — 1 mit der Schrittweite h = a/n. Fiir den Fehler der durch das Eulersche
Polygonzugverfahren gilt die Abschitzung

ly(a) — yn| < (e"*—1)h

N | =
S Q

mit den durch die Lipschitz—Bedingung

|[f(z,91) — f(z,92)| < Ly — 2l

und die Regularitét der Losung
C = max |y"(z)]
z€[0,a]

gegebenen Konstanten. Fiir f(z,y) = Ay ist
|f(z,y1) = f(@,92)] = [A[lyr — y2|

und somit L = |A|. Fiir y(z) = yoe?® ist " (z) = yoA2e*® und insbesondere fiir A < 0 ist

C = |y0|)\2.
Damit lautet die Fehlerabschéitzung
1 Yo )\2 1
@ =l < 5200 (e < 1) = 3l (€ = 1) A

und somit folgt Konvergenz fiir h — 0 bei festem A. Andererseits zeigt die obige Fehlerabschéitzung
die praktische Forderung
A h < 1,

dh. mit A < |A|7! muBl die Schrittweite h in Abhingigkeit von |A| gew#hlt werden. Dies gilt
entsprechend fiir komplexe Parameter A mit Re A < 0. Gesucht sind deshalb Verfahren, die die
Konvergenz unabhingig von A gew&hrleisten.

Ein numerisches Verfahren heiffit A-stabil, wenn fiir Re A < 0 die durch das Verfahren erzeugten
Naherungslosungen des Anfangswertproblems

y'(z) = My(z) firze R, y(xo) = yo

beschrankt sind.
Betrachtet werden zunéichst Einschrittverfahren der allgemeinen Form

Yk+1 = Yk + hq)(mkayka h) .
Speziell fiir f(x,y) = Ay ergibt sich daraus die Rekursionsvorschrift
Yer1 = R(AR)yx

mit der Stabilitdtsfunktion R(z) und z = Ah. Dann ist die A-Stabilitit dquivalent zu der
Forderung
|R(2)] <1 fiir alle zmit Rez < 0.
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Beispiel 5.4 Fiir das FEulersche Po

lygonzugverfahren

5. Gewdhnliche Differentialgleichungen

Yrt1 = Uk Fh f(@r,yx) = yr +hAye = (1 4+ 2N)yr = R(hA)ys

mit der Stabilitdtsfunktion

R(z)=1+=.

Damit ergibt sich die A-Stabilitit des Eulerschen Polygonzugverfahrens fiir

142 <1.

Beispiel 5.5 Fiir das Runge—Kutta- Verfahren 4. Ordnung ergibt sich mit

ki = f@reyr) = Ay
h h

ky = f($k+§,yk+§k1)=)\(
h

ks = f($k+§

ke =

h h
Yk + 5792) = Muyr + §k2)

h
Yr + §k1)

fiir die Berechnung der neuen Niherungsldsung

Yk+1

mit der Stabilitdtsfunktion

R(2)

Fiir die Bestimmung des Stabilititsgebietes {z :

auf eine nichtlineare Gleichung in r,

h
Yr + 5 [k1 + 2k + 2k3 + k4]

1 1
=1+2z+ §Z2+6Z3
[R(2)] <
z = —1+r(p)e’

1
()\+§h)\2)yk
1 2 1 243

1. 1
f(xk + hyyr, + hk3) = My +hks) = A+ h A2 + 5 A2 X3+ 1 3 Ay,

(14 () + 5 (A + S0P + 52 () Ty = R(bA)y

14

1} fiihrt der Ansatz

8 4+ 1278 cos 2¢ + 167° cos 3¢ + 181 (cos 4p + 2) + 961> cos ¢

+647r2 (1 + 2 cos 2¢p) + 144r cos p — 495

0.

Durch Anwendung Newton—Verfahrens kann daraus das in Abbildung 5.1 angegebene Stabilitits-
gebiet des Runge—Kutta—Verfahrens 4. Ordnung bestimmt werden.

3

\

\
J

0.5

Abbildung 5.1: Stabilitdtsgebiet des Runge—Kutta—Verfahrens 4. Ordnung.
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Beispiel 5.6 Betrachtet wird das aus der Trapezregel resultierende implizite Naherungsverfahren

1
Ye+1 = Yr + 5 hf(zr,yx) + f(@ra1, Yrs1)] -

Fiir f(z,y) = Ay ergibt sich
1
Yr+1 = Yr + 2 A [yk + Yrgt]

bzw. 54\
+
Ye+1 = myk = R(Ah)ys

mit der Stabilitdtsfunktion
242z
C2—z

Dann gilt |R(2)| <1 fiir Rez < 0 und somit ist dieses Niherungsverfahren A-stabil.

R(z)

Beispiel 5.7 Als Beispiel fiir ein Mehrschrittverfahren wird die Mittelpunktregel

Ykt1 = Yr—1 + 2hf(Tk, yr)

betrachtet. Fir f(x,y) = Ay ergibt dies

Ye+1 = Yr—1 + 2hAyg
bzw. mit z = A\h
Yrt1 — 22yr — Yr—1 = 0.

Bei Mehrschrittverfahren folgt die Stabilitdt aus der Wurzelbedingung: Die Nullstellen der charak-
teristischen Gleichung
A =22A-1=0

sind
A1/2 = z+ \/22+1.
Fiir Rez < 0 folgt |\2| > 1, d.h. die Mittelpunktregel ist nicht A-stabil.
Es zeigt sich sogar, dafl kein explizites Mehrschrittverfahren A—stabil ist. Andererseits besitzen

A-stabile implizite Mehrschrittverfahren die maximale Konsistenzordnung p = 2.

Abschlieflend werde ein lineares System ' (z) = Au(z) gewdhnlicher Differentialgleichungen be-
trachtet,

ui(z) = apiui(e) + appua(x), ui(zo) =,
uh(x) = agiur (@) + anua(w), us(wo) = us.

Die Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren der Koeffizienmatrix

A = a1 ai2
a1 a2
seien durch (A1, a1, 1) und (Aa, as, B2) gegeben. Fiir verschiedene Eigenwerte A; # Ao lautet die

allgemeine Losung
wey =i (G ) ran (G ) e,

wobei die Konstanten C; und Cs durch die Anfangsbedingung eindeutig bestimmt sind.



72 5. Gewohnliche Differentialgleichungen

Analog zum Eulerschen Polygonzugverfahren fiihrt die Approximation der Ableitungen zu einem
numerischen N#herungsverfahren

U]f+1 - U'f _ k k
= a11uy + ajous,
uktl — ok

2 2 _ k k
T = Q21U + a22Usq ,

bzw.
uftt = (I'4+hA)u* = (I +hA)* 10,

Aus der Entwicklung des Startvektors u in die Eigenvektoren von A,

0 (o5] (o3 1 2
u = + = 7Nv + v,
u M ( ) ) 72( Bo ) mu YU

u' = (I+hA)W® = I+ hA)(mv" +10%) = 1(1L+ kA" + 72 (1 + hg)v®

folgt

und durch rekursive Anwendung ergibt sich

uF = 4 (1 4+ hA) P ot + 901 + hAg)F 102,

Notwendig fiir Beschranktheit der Losung ist also die Forderung
[14+hX| <1 fiiri=1,2.
Fiir unterschiedliche Eigenwerte Ay # A mit Re A; < 0 wird die Schrittweite A durch die Bedingung
|14+ hdmax| < 1

bestimmt. Die zugehorige Losungskomponente

Omax A max
( Bmax ) ’
klingt fiir x — oo schnell ab und leistet zur Darstellung der Losung einen vernachlissigbaren Bei-
trag. Im Widerspruch dazu bestimmt A, die Schrittweite. Differentialgleichungssysteme heiflen
steif, wenn die Losung abklingende Komponenten mit stark unterschiedlichem Abklingverhalten
enthilt. Anwendungen dafiir finden sich zum Beispiel in der Reaktionskinetik oder bei der Model-
lierung elektrischer Schaltkreise. Die numerische Losung steifer Systeme erfordert die Verwendung
A-stabiler Verfahren bzw. von Verfahren mit moglichst grolem Stabilitétsgebiet.

5.4 Zweipunkt—Randwertprobleme

Zu bestimmen ist die Losung einer gewthnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung im Intervall
(a,0),
—u"(x) + b(z)u' (z) + c(z)u(z) = f(z) fiir z € (a,b),

wobei in den Randpunkten a und b geeignete Randbedingungen an die Funktion u bzw. an ih-
re Ableitung u' zu formulieren sind. Bei Dirichlet—-Randbedingungen erfolgt eine Vorgabe der
Funktion in den Randpunkten,

u(a) = uq, u(b) = up,

wahrend bei einer Neumann-Randbedingung die Ableitung vorgeben wird,

u'(a) = ug, u'(b) = up.
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Bei einer Robin-Randbedingung ist die Ableitung proportional zur Differenz der gesuchten Funk-
tion zu einem vorgegebenen Vergleichswert,

W'(a) = afu(a) —ua), u'(b) = Blu(b) — us.

Werden in den beiden Randpunkten Randbedingungen unterschiedlichen Typs vorgeschrieben, so
spricht man von gemischten Randbedingungen.

Der Einfachheit halber wird im folgenden eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit homo-
genen Dirichlet—Randbedingungen betrachtet,

—u"(z) + b(z)u' (z) + c(z)u(z) = f(z) firz € (a,b), wu(a) = u(d) = 0.

Bei einer Approximation der Differentialgleichung mit finiten Differenzen werden in den Stiitz-
stellen

b—a
n
die auftretenden Ableitungen durch vorwirtige, riickwiirtige oder zentrale Differenzenquotienten

zy =a+kh firk=0,...,n mith =

/ Uk+1 — Uk ' U — Up+1 / Ug+1 — Ug—1
u'(zp) 7 —————, u'(xp) # —————, u(xp) X ——— —
(zk) > w(@k) o w(@k) o
approximiert. Fiir die Approximation der zweiten Ableitung ergibt sich durch die Kombination

von vorwirtigem und riickwirtigem Differenzenquotienten

w(@her) —u(@e)  un(h) — up—1
" o (Tpyr) —u' (k) h h g1 — 2up + Ut
u'(zx) = A = 3 = B .

Damit folgt fiir die Approximation der Differentialgleichung in den inneren Punkten xzy

Upy1 — 2up + Up—1 Upt1 — Uk—1
— b _
7 bl =55
Aus den Randbedingungen folgt weiterhin

+c(zp)ur, = f(zg) = frr firk=1,...,n—1.

u =0, u, =0.

Damit ergeben sich insgesamt n + 1 Gleichungen fiir n + 1 Unbekannte uy, - . . , 4,. Zu untersuchen
bleibt die eindeutige Ldsbarkeit des zugeordneten linearen Gleichungssystems Lpu = f sowie
die Stabilitit und die Konsistenz des numerischen Niherungsverfahrens. Auf diese Betrachtun-
gen soll an dieser Stelle jedoch verzichtet werden, siehe zum Beispiel [5, 15].

Insbesondere fiir das Randwertproblem

—u'"(z) = f(z) firz € (a,b), wu(a) = u(b) =0

ergibt sich zur Bestimmung der Niaherungslosung uy das lineare Gleichungssystem

Uy fi

Un—1 fn—1

Am Beispiel dieses linearen Gleichungssystems sollen spéter effiziente Losungsverfahren diskutiert
werden sollen. Obwohl die Diskretisierung des eindimensionalen Modellproblems auf eine tridia-
gonale Systemmatrix fiihrt, deren Invertierung direkt mit optimalen Aufwand realisiert werden
kann, lassen sich die bei der Untersuchung von Iterationsverfahren gewonnenen Aussagen auf den
mehrdimensionalen Fall ibertragen.
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Betrachtet wird zunichst ein anderer Zugang zur Losung des Randwertproblems
—u"(z) + b(z)u' (z) + c(z)u(z) = f(z) firz € (a,b), wu(a) = u(d) = 0.

Die Multiplikation mit einer hinreichend glatten Testfunktion v(z) mit v(a) = v(b) = 0 liefert
nach der Integration iiber (a,b) die Geichheit

b b

/ [ (&) + b@)' (2) + c(@)u(@)]o(z)ds = / F)o(z)ds .

a a
Durch partielle Integration von

b b b

/[—u”(x)]v(;v)da: = /u'(:v)v'(;c)d;v —u'(2)v(x)’ = /u'(w)v'(x)d;v

a a a

ergibt sich die gesuchte Funktion u als Losung des Variationsproblems
a(u,v) = F(v)
fiir alle Testfunktionen v mit v(a) = v(b) = 0 mit der Bilinearform

b

a(u,v) = /bu'(m)v'(x)dm+/b(m)u'(x)v(x)dm—I—/bc(m)u(x)v(x)dw

a

und mit der Linearform ,
F(v) = /f(:v)v(x)da:.

Dabei ist die Dirichlet—-Randbedingung u(a) = u(b) = 0 explizit zu fordern.
Eine Approximation des Variationsproblems ergibt sich durch eine Approximation des Funktio-
nenraumes zur Bestimmung der Losung u. Der Ansatz

un(z) = Y uppr(z) = iUMOk(w)
k=0 k=1

mit den in Abschnitt 1.1.5 definierten stiickweise linearen Basisfunktionen @y (z) beziiglich einer
Diskretisierung des Intervalles (a,b) fiihrt unter Verwendung der Testfunktionen v(z) = ¢,(2) fiir
£=1,...,n—1 auf das Galerkin—Variationsproblem zur Bestimmung von u;, als Losung von

a(up,pe) = F(pg) firalef=1...,n—1.

Aus der Linearit#t der Bilinearform a(-,-) ergibt sich

n—1

Zuka(tpk,w) = F(pe) firalef=1,...,n—1
k=1

und somit das lineare Gleichungssystem Apu = f mit der durch die Eintrége
Apll, k] = a(pr, pe)
fir k,£ =1,...,n — 1 erkiirten Steifigkeitsmatrix A; und dem durch
fe = F(pe)

fir £=1,...,n — 1 gebildeten Lastvektor f.
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Fiir die stiickweise linearen Basisfunktionen ¢ () ergibt sich

1
- fir x € (xp—1,2k),
' _ 1
pr(z) = - fir ¢ € (xk, Tr41),
0 sonst.

Fiir das Modellproblem mit b(z) = ¢(z) = 0 fiir z € (a,b) folgt dann

AulH] = / (@) () = / @)@z = 0

a (Tr—1,Zr+1)N(Te—1,241)
fiir £ # k,k £+ 1. Fiir die Diagonaleintrige Ap[k, k] ergibt sich

b Ty Tr41

1 (—1)2 2
2 = —
Akt = [P = [ e [ SR =2,
a Tk—1 Tk
wahrend fir =k + 1

b $k+11 .
Afk+ 1l = [G@via@ds = [ S =,

a Tk
Ank—1K = —+

c R—Dx(n-1).

Lemma 5.1 Fiir die Steifigkeitsmatriz Ay, sind die Eigenvektoren v* firk =1,...,n —1 gegeben
durch die Eintrdge

ket
vF = sin 2~ firt=1,...,n—1
n

und die zugehorigen Eigenwerte sind

4 S km
Ak(Ap) = 7 sz%_

Beweis: Ausgangspunkt ist das kontinuierliche Eigenwertproblem
—u"(z) = Au(z) firz € (a,b), wu(a) = u(d) =0

mit den Eigenlésungen
kn(z — a)

vp(z) = sin .
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und den zugehorigen Eigenwerten

kr \2
A = ( ) firk=1,2,3,....
b—a

Dies motiviert die Definition der Vektoren v* mit

vb = () = sinw = sinklﬂ fird=1,...,n—1.
b—a n

Zu zeigen bleibt, da8 die Vektoren v* die Eigenvektoren von Ay sind: Zu berechnen ist also

2 -1 vf 20f — vk
. -1 2 -1 vk . —vf + 208 — ok
Ahuk = - . == :
-1 2 -1 vk, —vk o420k, —wk
-1 2 vk, —vk_, + 20k,
und wegen v§ = vk = 0 geniigt fiir £=1,...,n — 1 die Auswertung von
k(4—-1 kel k({+1
—vf 20k — Uf_H = —sin u + 2sin - — sin M
n n
Mit
sina —sinf = 2cosa+5sina_ﬂ
2 2
und
cosa—cosf = —25ina+ﬂ sin & — B
2 2
folgt daraus
k(2¢—-1 k k(20+1 k
—vf,l + 2vf - vfﬂ = 2c0s(27n)7T sin % — 2cos (272)# sin %
k(20 -1 k(20+1
= 2sin—7r COSM —cosu
2n 2n
kn klm km
— 45 2 AL RET 4si 2 MUk
sin o sin n Sin on ’Ué
und somit die Behauptung. ]

Folgerung 5.1 Die extremalen Figenwerte der Steifigkeitsmatriz Ay sind

_ P T e P
Amin(4p) = M(4r) = , sin” o = o sin 20— a)

- %l(%) +(9(h4)] = GoaEh o)

sowie ) )
. 9 M
/\max(Ah) = )\n(Ah) = E Sln2 % = E

Damit ergibt sich fiir die spektrale Konditionszahl von Ap

 Amax(Ap) . 4(b—a)? 1 9
RZ(Ah) - /\min(A:) - 7T2+0(h2) m - O(n )

Eine Verdoppelung der Freiheitsgrade n zieht also eine Vervierfachung der spektralen Konditions-
zahl k2 (Ap) nach sich.
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Fiir die iterative Losung des aus der Approximation resultierenden linearen Gleichungssystem
Apu = f wird das w-Jacobi-Verfahren

uk—i—l — Hk _ wD’:l(Ahyk _I)

mit einer beliebigen Startniherung u® betrachtet. Dabei ist D, = diag Ay, = 2h~' I,,_;. Fiir den
zugehorigen Fehler ergibt sich

uk+1 —u = (I—ngh)(gk _H) — (I—ngh)k—H(ﬂO _y)‘

Wird der Anfangsfehler ¢ = 4% — u in die in Lemma 5.1 angegebenen Eigenvektoren v* der
Steifigkeitsmatrix Ap entwickelt,

n—1
e => ant
=1

dann folgt
n—1 n—1
et = N (I - wﬁAh)’““vf =) afl- wﬁ/\z(Ah)]kHUe
- =1 2 - =1 2 )

n—1 s
= Z Qg [1 — 2wsin? —] vt
= 2n

In diesem Fall konvergiert das w—Jacobi—Verfahren fiir alle w € (0, 1], wobei die Konvergenzrate
durch den zu ¢ = 1 gehorenden Eigenwert

h
1 — 2wsin? % = 1— 2wsin? Z(b”_ =1 O(h?)
dominiert wird. Andererseits ist fiir £ = n

1—2wsin2§—7r =1—2wsin? X = 1—2
n

bzw. fiir £ =n/2

2
2
1—2wsin2§—7r = 1—2wsin2% =1-2w (%) =1—-w.

n
Fir
w=2
-3
folgt dann
1—2(,usin2£—7r <1 fiir £ = 2 n—1
ol =3 =g .
In diesem Fall werden bei der Anwendung des w—Jacobi-Verfahrens mit w = 2/3 die Koeffizienten
ay des Anfangsfehlers e mit £ = n/2,...,n — 1 besonders stark gedimpft. Die verbleibenden
Koeffizienten ay fiir £ =1,...,n/2 — 1 entsprechen aber gerade wieder dem Ausgangsproblem fiir

eine Diskretisierung mit doppelter Schrittweite. Mit anderen Worten, der verbleibende Fehler nach
einigen Schritten des w—-Jacobi—Verfahrens kann auf einem groberen Gitter dargestellt werden. Die
rekursive Anwendung fithrt dann auf Mehrgitterverfahren [4, 7).
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Ubungsaufgaben
5.1. Gegeben sei das Anfangswertproblem
y'(z) = y(z) —2> + 2z firz >0, y(0) =0

mit der exakten Losung y(z) = x?. Man gebe die Rekursionsvorschriften des expliziten und
des impliziten Euler—Verfahrens an und verwende diese zur Berechnung der Niherungsldsung in
z = 0.2 mit den Schrittweiten h; = 0.1 und hs = 0.05.

5.2. Betrachtet werde das Anfangswertproblem
u'(z) = f(z,u,u’) firz >0, wu(zo) = uo, u'(z0) = ua.

Man iiberfiihre die Differentialgleichung in ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen 1. Ord-
nung und leite fiir dieses ein explizites Eulersches Polygonzugverfahren her.
Mit einer Schrittweite von h = 0.1 berechne man damit die Ndherungslosung in = 0.2 des
Anfangswertproblems

u'(z) +u(z) =0, »(0)=0, «'(0)=1.

5.3. Ausgehend von

Tr41

y(erar) = plax) + / f(,y(z))da

Tk

konstruiere man ein Mehrschrittverfahren durch quadratische Interpolation des Integranden in den
Stiitzstellen zp_1, x und zg41.

5.4. Man untersuche die Konsistenzordnung und die Stabilitdt des Mehrschrittverfahrens von
Milne-Simpson,

1
Ykl = Yr—1 + gh [f(@r—1,y6-1) +4f(@r, yx) + f(@ra1, Yrs1)] -

5.5. Fiir die Heunsche Methode

Ykl = Yk + %h [f (r,yx) + f(@k + hyyr + hf (Tr,yr))]

bestimme man die Stabilititsfunktion R(z) und das zugehorige Stabilitéitsgebiet.
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