Symmetrische Gleichungssysteme

Das Verfahren konjugierter Gradienten
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Lineares Gleichungssystem
n
Ax=f, > Alijlx="f firi=1..n
j=1

Voraussetzungen
> Matrix A sei symmetrisch: A[i,j] = A[j, ]
» Matrix A sei positiv definit: (Au, u) > 0 fiir alle u € R"

Definition: Ein System {B"}Z;é von n Vektoren p* € R" heit A-orthogonal
oder konjugiert, falls gilt:

(Ap*.p') = (P, Ap)) =0 fiirk #j, (Ap*,p*) >0
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Lineares Gleichungssystem

Darstellung des Lésungsvektors

n
x =Y xe
k=1

mit Einheitsvektoren e € R" oder

n—1
x=x"=> amp’
£=0

mit konjugierten Vektoren BZ € R" und einem beliebigen Startvektor x° € R".

Bestimmung der konjugierten Vektoren p*

Bestimmung der Zerlegungskoeffizienten ay
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Lineares Gleichungssystem

Ax =f,  x=x"=) ap'

Einsetzen

n—1
Ax® — ZO([ABZ =1f
£=0

Skalarprodukt mit konjugierten Vektoren Ej

Zerlegungskoeffizienten

(AKO - £u Be) .
Ol[zﬁ furgzo,...’nil
(Ap’, pY)
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Definition einer Ndherungslosung

xk x° v a pl x" X « (AKO _ LBZ)
X =X - P, X' =X, ¢ =
— (Apt, p)
Rekursive Definition
k
Xk = X0 ZWEZ
=0
k—1 0 k
Ax’ — £, p%)
0 Vi k k k (Ax ,p
= X =) ap’ —op’ = x"—ap’, ax = (o
; N - - (Ap*, p*)
Es ist
k—1
(AL —£,p5) = (AX®—£,p") =D au(Ap’, p¥)
£=0
k—1
= (A" = aAp' —£,p") = (Ax* — £, p*) = (¥, p)
£=0
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Rekursionsvorschrift

k+1

Residuum

Rekursionsvorschrift

[ SNV =

Bestimmung der konjugierten Vektoren p*
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System linear unabhangiger Vektoren

{ﬂe}g;ol, w’ = e Einheitsvektoren [Fox, Huskey, Wilkinson 1948]

System konjugierter Vektoren
{25}2;01 : (ABevﬁj) = (EévAEj) =0 firl#j
Orhogonalisierungsverfahren nach Gram—Schmidt

P = w

k
BkH = ﬂkH—ZﬁMpz firk=0,...,n—2
£=0

k
0= (AL p) = (AW p) = Bl AP’ )
¢=0
| - AwkL pi
— (A = a0, g = B

Bestimmung der linear unabhingigen Ausgangsvektoren w*
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Iterationsvorschrift fiir Suchrichtungen

K k+1 ¢
Aw )
0_ .0 k+1 _ . k+1 ¢ 7(— P
p=w, p T =wT=> Bup, Bk= G
- - ; - (Ap*, p°)
Iterationsvorschrift fiir Naherungslosungen
k ok
k+1 k k k+1 k k (r » P )
X =X —ap”, T =rf —aApt, g =
P P (Ap*, p¥)
Es gilt
(£k+17£k) _ (fk o akAEkaBk) _ (fk;Bk) . ak(ABk,Ek) =0
(£k+1,2k71) _ (£k72k71) _ ak(ABk’Ekfl) -0

Durch vollstéandige Induktion folgt

(FF*1pf) =0 firt=0,... k
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Orthogonalitat
(K ph) =0 firt=0,... k

[terationsvorschrift fiir Suchrichtungen

k k+1 ¢
Aw )
0 0 k+1 k+1 Vi ( V/AY
p=w, p =w - Brep™s Bkt =
- - ; - (Ap*, p°)
Dann gilt
-1 -1
(K wh) = (P p > Beap) = (TP 4 ) B (P ) =0
j=0 j=0

Orthogonalitat
(rF*twh =0 firt=0,....k

+1 k+1

Die Vektoren w®, ..., w¥, r**! sind linear unabhingig: wk*! =r
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Initialisierung
X, P=AL—f, pP=r°
Iterationsvorschrift
k Ak
r’, p*)
k+1 __ _k k k+1 __ k k _ (7’_
X=Xt —opt, =1t - Apt, ap = Aok pk
(ApX, p¥)

I
I~

k k+1 ¢
Arktt, pf)

k+1 k+1 ¢ _ (Ar » P
1% - 5k£P ) 6/{2 — T, A 7 I\
= Z = (Apt, p")

Orthogonalitdten

(4 pf) =0, (£ wh) = () =0 firl=0,... k

Dann gilt
k—1
k Lk k Lk l 14 k Lk
(. p*) = (£, rF = > Beoaup’) = (74, 1%) Zﬂk Le(r’, p) = (rF,r9)
£=0
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Iterationsvorschrift

P = K o ApK, ay = (r*. r9) >0, Apk= i[ k_ Pkt
— — - ) (ABk7Bk) b - ak —
Suchrichtungen
k k+1 ¢
Arftt p)
k+1 k+1 (ArF,
P =" = ) Bups B
e 2 2"
Berechnung von [y,
(A£k+1,BZ) _ (£k+17ABZ)
1 0 fiir £ < k,
_ k+1 6 041y _
= —((rr=r = 1
o T T ) — (L YY) fir =k
(€73
Damit ist
(rk+1 pktly
Bre=0 firld <k, pu=—-—"—"""-"72
ax(Apk, p¥)
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Suchrichtung
(rk+L, pht)

k+1 k+1 k L
P =+ Bept, k=
L L ak(ABk7Bk)

Erinnerung

=k — o Ap*, (KK ph) =0 fird=0,....k

Wegen
ar(ApX, p*) = (rF — ", p*) = (r%, p*) = (k. r* + Breap?™h) = (5. r9)

ist schlieBlich

(rk+17 rk+l)

k+1 k+1 k L r
= r =
P 4 Bep”t, B (. 9
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Iterationsvorschrift des Verfahrens konjugierter Gradienten
[Hestenes, Stiefel 1952]

Fiir eine beliebig gegebene Startniherung x° € R" sei r® = Ax® — f.
Setze p® := r® und berechne gy = (r°, r°). Stoppe, falls gy < €2 mit
einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ¢ erreicht ist.

Berechne fiir k =0,1,...,n—2:

sk = Ap, oy = (s5,pF), e = &
XK1= xk — ay pk o
= st

Oks1 = (£k+17£k+1)

Stoppe, falls ox41 < €209 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit &
erreicht ist. Berechne andernfalls die neue Suchrichtung

Ok+1
Bk+1 — £k+1 +ﬁkBk7 By 1= Q+
k
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Iterationsvorschrift des Verfahrens konjugierter Gradienten

» Aufwand pro Iterationsschritt

» eine Matrix-Vektor Multiplikation s¥ = ABk
> zwei Skalarprodukte zur Berechnung von oy und gki1
> drei Vektoradditionen zur Berechnung von x**1, rk+1, pk+l

» Speicherbedarf

> Matrix A, rechte Seite f, Losungsvektor x
> Residuum r, Suchrichtung p, Hilfsvektor s
» Konvergenz
Berechnung der exakten Lésung x = x”
Interpretation als direktes Verfahren
Konvergenzabschitzung
Wie viele Iterationsschritte sind ausreichend, um eine vorgegebene
Genauigkeit zu erreichen?

vy vy VY
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Losung

n—1
x=x"=> ap’
=0
Naherungslosung
k
P 50_2 :Otgp
£=0
Fehler
n—1
ekl — k= agp’
f=k+1
Es gilt
n—1 n—1
k+1)2 _ k+1 k+1y ¢ i
e 5 = (A, e ) = (A D ap’, > aip))
l=k+1 j=k+1
n—1 n-1 n—1
Z Z 0 Z 2006 €
= OZ@OZJ'(AB aEI) = aE(AB 72)
l=k+1j=k+1 f=k+1
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Fehler
n—1
I = x5 = > ai(Ap',p")
L=k+1
Far
n—1 k
x=x"=>"ap’, u=x"- wp
£=0 £=0
ergibt sich analog
k n—1
lu—xlZ = D [ =7 (Ap% p°) + Y ai(Ap",p")
£=0 f=k+1
Minimierungsproblem
k
ok = min fu—x[3 = min [l =S pfl3
k Y05+ Vk
u=x0—3" ~op* =0
£=0 -
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Darstellung von Residuum und Suchrichtung durch Matrix—Polynome
= ou(A)°, Pk = (A)r°
Initialisierung

PP =Ax"— £ =o(A)r° p°=r"=vo(A)r®, @o(A)=1o(A) =1

[ S axAp
= ok(A)r° — arAYK(A)° = [pi(A) — APk (A)]r° = prsa (A)r°
Bk+1 — kg mgk

= @rr1(A) + B, (A)r = [ors1(A) + Brtor(A)r® = dysa (A)L
Dann ist

k k
D e = vebe(A)r® = qi(A)r°
£=0 (=0

mit einem Matrix—Polynom gx(A) mit Polynomgrad k
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Darstellung des Residuums

Minimierungsproblem

I =x[z = min e’ —ZWP 1% = min 1€° — a(A)r°|I5
=0
= M l0-aWALE = min (AR
Fehlerabschatzung
X —x|la = poamin P (A)lla

S amin e e (A(A ) [1€°|a

S A 0t Ay PO

T DA (A ‘Tk“()‘) |
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Satz .
2q
K 0
[x* = xlla < 11 g% [x" — xla
mit
v/ Kko(A)+1 _ A A
g= YA LA = JALA Y, = Amex(2)
K‘Q(A) -1 )\mln(A)
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Krylov Raum

Sk(A,r%) = span{p®p',...,p~}
= span{r® Ar®, A%r%, ... A%}

Krylov Raum Verfahren
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