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Lineares Gleichungssystem

Ax = f , A ∈ R
n×n regulär

Krylov Raum
Sk(A, r0) = span{r 0,Ar0, . . . ,Ak r0}

Orthonormale Basis

Sk(A, r0) = span{v 0, . . . , v k}, (v `, v j)2 =

{
1 für ` = j ,

0 für ` 6= j
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Methode von Arnoldi

Sei mit x0 ∈ R
n eine beliebige Startnäherung gegeben.

Berechne r 0 := Ax0 − f und setze

v0 =
r0

‖r0‖2
.

Berechne für k = 0, 1, . . . , n − 2 :

v̂ k+1 = Av k −
k∑

`=0

βk`v
`

mit

βk` = (Av k , v `).

Abbruch für ‖v̂ k+1‖2 = 0, setze andernfalls

v k+1 =
v̂ k+1

‖v̂ k+1‖2

.
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Ansatz für Näherungslösung

xk+1 = x0 −

k∑

`=0

α`v
`

Residuum

rk+1 = Axk+1 − f = r0 −
k∑

`=0

α`Av `, r0 = Ax0 − f

Minimierungsaufgabe

‖r k+1‖2 = ‖r0 −

k∑

`=0

α`Av `‖2 → min
α0,...,αk
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Methode von Arnoldi

Av ` = v̂ `+1 +
∑̀

j=0

β`,jv
j = ‖v̂ `+1‖2v

`+1 +
∑̀

j=0

β`,jv
j =

`+1∑

j=0

β`,jv
j

mit

β`,j =

{
(Av `, v j) für j = 0, . . . , `,

‖v̂ `+1‖2 für j = ` + 1.

Dann ist

rk+1 = r0 −

k∑

`=0

α`Av ` = r0 −

k∑

`=0

α`

`+1∑

j=0

β`,jv
j = r0 − Vk+1Hkα

mit der durch die orthonormalen Vektoren v j gebildeten Matrix

Vk+1 =
(
v0, v1, . . . , v k+1

)
∈ R

n×(k+2)

Obere Hessenbergmatrix

Hk [j , `] =

{
β`,j für j ≤ ` + 1,

0 für j > ` + 1
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Mit
r0 = ‖r0‖2v

0 = ‖r0‖2 Vk+1e
0

folgt

‖rk+1‖2 = ‖r0−Vk+1Hkα‖2 = ‖Vk+1

(
‖r0‖2e

0 − Hkα
)
‖2 = ‖‖r0‖2e

0−Hkα‖2

Orthogonale Matrix Qk ∈ R
(k+2)×(k+2):

QkHk = Rk ∈ R
(k+2)×(k+1) obere Dreiecksgestalt

Dann gilt

‖rk+1‖2
2 = ‖‖r0‖2e

0 − Hkα‖
2
2 = ‖‖r0‖2Qke

0 − QkHkα‖
2
2

= ‖‖r0‖2Qke
0 − Rkα‖

2
2 =

k+1∑

`=0

(‖r0‖2Qke
0 − Rkα)2`

=
k∑

`=0

(‖r0‖2Qke
0 − Rkα)2` + (‖r0‖2Qke

0)2k+1
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Minimales Residuum

‖r k+1‖2
2 = ‖r0‖2

2 |(Qke
0)k+1|

2,

falls
(Rkα)` = ‖r0‖2 (Qke

0)` für ` = 0, . . . , k

Transformation

Hk =

0
BBBBBBBB@

β0,0 β1,0 . . . βk,0

β0,1 β1,1

.

.

.

0 β1,2

. . .
.
.
.

0
. . . βk,k

βk,k+1

1
CCCCCCCCA

, Rk = QkHk =

0
BBBBBBBB@

r0,0 r0,1 . . . r0,k

0 r1,1

.

.

.

0 0
. . .

.

.

.

. . . rk,k

0

1
CCCCCCCCA
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Transformation G̃j ∈ R
2×2

G̃j

(
βj,j

βj,j+1

)
=

(
β̃j,j

0

)

mit

G̃j =

(
aj bj

−bj aj

)
, a2

j + b2
j = 1, − bjβj,j + ajβj,j+1 = 0

Koeffizienten

aj =
βj,j√

β2
j,j + β2

j,j+1

, bj =
βj,j+1√

β2
j,j + β2

j,j+1

sowie

β̃j,j = ajβj,j + bjβj,j+1 =
√

β2
j,j + β2

j,j+1 > 0
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Givens Rotation

Gj =

0
BBBBBBBBBBBBB@

1

. . .

1
aj bj

−bj aj

1

. . .

1

1
CCCCCCCCCCCCCA

∈ R
(k+2)×(k+2)
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rekursive Anwendung

GkGk−1 . . . G2G1G0Hk = GkGk−1 . . . G2G1G0

0
BBBBBBB@

β0,0 β1,0 . . . βk,0

β0,1 β1,1 . . . βk,1

0 β1,2

. . .
.
..

0
. . . βk,k

βk,k+1

1
CCCCCCCA

= GkGk−1 . . . G2G1

0
BBBBBBB@

eβ0,0
eβ1,0 . . . eβk,0

0 β̄1,1 . . . β̄k,1

β1,2

. . .
.
.
.

. . . βk,k

βk,k+1

1
CCCCCCCA

= GkGk−1 . . . G2

0
BBBBBBB@

eβ0,0
eβ1,0 . . . eβk,0

0 eβ1,1 . . . eβk,1

0
. . .

.

..

. . . βk,k

βk,k+1

1
CCCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

eβ0,0
eβ1,0 . . . eβk,0

0 eβ1,1 . . . eβk,1

0
. . .

.

..

. . . eβk,k

0

1
CCCCCCCA

= Rk
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Transformation der rechten Seite

Qke0 = Gk . . . G0

0
BBBBBBB@

1
0
0
.
.
.
0
0

1
CCCCCCCA

= Gk . . . G1

0
BBBBBBB@

a0

−b0

0
.
.
.
0
0

1
CCCCCCCA

= Gk . . . G2

0
BBBBBBB@

a0

a1(−b0)
(−b0)(−b1)

.

.

.
0
0

1
CCCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

a0

a1(−b0)
a2(−b0)(−b1)

.

.

.
ak(−b0) · · · (−bk−1)

(−b0) · · · (−bk)

1
CCCCCCCA

∈ R
k+2

Definition
pk+1 = (−b0) · · · (−bk) = −bk pk .

Residuum

%k+1 = ‖r0‖2 |(Qke
0)k+1| = ‖r0‖2

k∏

j=0

bj .
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Residuum

%k+1 = ‖r0‖2 |(Qke
0)k+1| = ‖r0‖2

k∏

j=0

bj .

Für (Av j , v j) 6= 0 folgt

bj =
βj,j+1√

β2
j,j+1 + β2

j,j

=
‖v̂ j‖2√

‖v̂ j‖2
2 + (Av j , v j)2

< 1

I monotone Fehlerreduktion

I Für
βk,k+1 = ‖v̂ k‖2 = 0

ist
bk = 0, %k+1 = ‖r k+1‖2 = 0, xk+1 = x

I Abbruch der Methode von Arnoldi ergibt exakte Lösung
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Für eine beliebig gegebene Startnäherung x0 ∈ R
n sei r0 = Ax0 − f .

Berechne %0 = ‖r0‖2. Stoppe, falls %0 < ε mit einer vorgegebenen

Fehlergenauigkeit ε erreicht ist. Setze andernfalls v
0

=
1

%0

r
0
, p0 = %0.

Berechne für k = 0, 1, . . . , n − 2

wk = Avk , evk+1
= w

k
−

kX

`=0

βk`v
`
, βk` = (w

k
, v

`
), βkk+1 = ‖evk+1

‖2.

Falls βkk+1 = 0, stoppe und berechne Näherungslösung xk+1.

v
k+1

=
1

βkk+1

evk+1

Berechne für ` = 0, . . . , k − 1 :

eβk` = a`βk` + b`βk`+1, eβk`+1 = −b`βk` + a`βk`+1

ak =
βkkq

β2
kk

+ β2
kk+1

, bk =
βkk+1q

β2
kk

+ β2
kk+1

, eβkk =
q

β2
kk

+ β2
kk+1

pk+1 = −bkpk , pk = akpk , %k+1 = |pk+1|

Stoppe, falls %k+1 < ε%0 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε

erreicht ist und berechne die Näherungslösung:

Berechne für ` = k, k − 1, . . . , 0

α` =
1

β``

2
4p` −

kX

j=`+1

β`jαj

3
5 sowie x

k+1
= x

0
−

kX

`=0

α`v
`

.
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Verfahren des verallgemeinerten minimalen Residuums

I GMRES [Saad, Schultz 1986]

I Abbruch der Methode von Arnoldi ergibt exakte Lösung

I Robustheit

I vorkonditioniertes GMRES Verfahren

I Speicherung aller vorherigen Suchrichtungen

I wachsender Speicherbedarf

I GMRES mit Restart: GMRES(k)
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