Nichtsymmetrische Gleichungssysteme
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Lineares Gleichungssystem
Ax=1f, AeR™" regulir

Krylov Raum
Sk(Aa Lo) = Span{Loa ALOa s aAkLO}

Orthonormale Basis

. 1 fird =
0 0 k 4 ’
Sk(AaL ):Span{M sy V }7 (Z 7KJ)2: . .
0 fur £ #
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Methode von Arnoldi

Sei mit x° € R” eine beliebige Startniherung gegeben.

Berechne r% := Ax® — f und setze

0 r°

S
Berechne fiir k =0,1,...,n—2:

K
P = Ak = 3 B!
(=0
mit
ﬁkg = (Avk V[).
Abbruch fiir |[**||, = 0, setze andernfalls
G+

k+1 _
- Ak 1
122
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Ansatz fiir Ndherungslosung

k
Xk = X0 Zaeve
£=0
Residuum
k
r = AR = Y AV, = A f
£=0
Minimierungsaufgabe
k
I = = > arAv!lz —  min
Q.- Xk
£=0
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Methode von Arnoldi

¢ ¢ 041
¢ AR j NS N AS] j j
A = 8 B = ([ T DY B = > B
Jj=0 Jj=0 Jj=0
mit )
P (Avt, V) firj=0,...,¢,
] N .
12112 fiir j = £+ 1.
Dann ist
k k £+1
k=0 ZOMAME =r- Z Y By = r°— Vi Ha
£=0 =0  j=0
mit der durch die orthonormalen Vektoren v/ gebildeten Matrix
Vk+1 _ (10,113~'~71k+1) c Rnx(k+2)
Obere Hessenbergmatrix
i ﬂgd' ﬁ:lrj§£+1,
Hilj, 0] = o
0 firj>¢+41
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Mit
% = [Ir°2v® = [I°]l2 Vies1€°

folgt
H£k+1||2 = ||£07Vk+1HkQ||2 = Hvk+1 (”LO”ZQO _ Hkg) ”2 — H||£O||2§()7Hkg||2
Orthogonale Matrix Q, € R(k+2)x(k+2).

QuHi = R € RK+2x(K+1)  ghere Dreiecksgestalt

Dann gilt
15 = 102 — Hialls = 1111°]2Que® — QuHialls
k41
= [Ir°12Qe® = Rearll3 = > (IIr°]2Que® — Ric)?
£=0
k
= (I2°]12Que® — Re)] + ([Ir°112Que®)7 1
£=0
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Minimales Residuum

I HIZ = 112013 1 Que®)rra

falls

0 0 -
(Rea)e = (1]l (Que®)e fiir € =0,.. . k
Transformation

Boo Pro - Bko rno o1 ro,

Bo,1  Pr1 0 nga

Hy = 0 Bra : ., Re = QuHe = 0 0
0 T Bk Tk k
B, k+1 0
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Transformation Ej € R2x2

mit
(3 b 2 2 _
;= ) @ +b =1 —bBij+af+1=0

Koeffizienten

Bj.j b — Bj j+1

S /¥ 1S W
A/ +ﬁ2_]+1 62 +621+1
Bij = aiBjj+ biBjjr1 = \/BF; + B0 > 0

sowie
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TU

Graza

Givens Rotation

1
1
G = aj b e RUH2)x (k+2)
J .
—b; 3
1
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rekursive Anwendung
Gk Gi_1...GoGy1GoH, =
g0,0
0
= GkGk—-1...G2Gy

50,0
0

= GkGk—1...G

GGi—1...G2G1Gy 0

B1,0
B1,1

B1,2

B0
P11

0

Boo P10
Bo1 P11
B1,2
0
Bro
Bk,1
Bk, k
B, k1
@,o Bo,o0 El,o
Bk,1 0 fi1
. _ 6
Bk, k
Br,k+1

Bk,0
Br,1

B,k

B, k+1
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Transformation der rechten Seite

1
0
0
Qe =Gi...Go | . =
0
0
Definition
Pk+1
Residuum
Ok+1

G ...

= 11202 1(Que”) k1

EN aop
—bo a1(—bo)
0 (—bo)(—b1)
Gy : = Gk 2 :
0 0
0 0
a0
a1(—bo)
82(*bo.)(*b1) C k2

ag(—bo) -+ (—bk—1)
(—=bo) -+ (—bx)

= (—=bo) -+ (—bx) = —bx px.

k
= 1% [T -
j=0
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Residuum

k
o1 = 202 [(Que)ksal = 1002 [ bs-
j=0

Fiir (Av/, v/) # 0 folgt

y o
b = Bjj+1 _ [[#1]2 <1
2.+ 32 12+ (Avi. )2
jg+1 TR 17115 + (A, W)
» monotone Fehlerreduktion
> Fir
B = [¥¥)2 =0
ist
b =0, okp1=|r"M2=0, x*=x

» Abbruch der Methode von Arnoldi ergibt exakte Lésung
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Fiir eine beliebig gegebene Startniherung x° € R” sei r® = Ax® — f.

Berechne oo = HLOHZ- Stoppe, falls go < & mit einer vorgegebenen
1
Fehlergenauigkeit € erreicht ist. Setze andernfalls 10 = —[O, Po = Qo-
Q0
Berechne fir k =0,1,...,n—2
k
K kK ~k+1 k ’ k ¢ ~k+1
wh= A, T =w =3 B’ B = (v, Bur = [Tl
£=0
Falls Bkk+1 = 0, stoppe und berechne Naherungslésung gk“.
1 _
!k+1 _ !k+l
Brk+1

Berechne fiir £ =0,...,k —1:
Bre = auBre + beBrest,  Bresr = —beBie + acBrest

B B =
= —= = —. b= = ““2 Bk = /B + Bl
\/ ﬁkk+ﬁkk+1 V ﬁkk+ﬁkk+1

pk+1 = —bkpPk, Pk = 3Pk, Qk+1 = |Pk41]

Stoppe, falls px+1 < €00 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit &
erreicht ist und berechne die Ndherungslésung:

ak

Berechne fiir £ = k, k —1,...,0
1 K K
. k+1 0 ¢
oap = — |pe — E Bejcj sowie x' T = x — E v .
Bee S =0
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Verfahren des verallgemeinerten minimalen Residuums
» GMRES [Saad, Schultz 1986]
Abbruch der Methode von Arnoldi ergibt exakte Losung
Robustheit
vorkonditioniertes GMRES Verfahren
Speicherung aller vorherigen Suchrichtungen
wachsender Speicherbedarf
GMRES mit Restart: GMRES(k)

vV v v v v Yy
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