Nichtsymmetrische Gleichungssysteme
Das BiCGStab Verfahren

Jl O Steinbach Das BiCGStab Verfahren SIMNET Kurs 24.-27.4.2006

1/24



a8t : Ty

Institut fiir Numerische Mathematik

Lineares Gleichungssystem Ax = f, A regular
Biorthogonale Vektorsysteme

(P P s, (AN PY) = (P, ATR) =0 firalle k #¢

Konstruktion biorthogonaler Vektoren

Setze
0 _ ~0
p° = u,p” = W’
Fir k =0,. — 2 berechne
k k+1 =¢
(Awr*t,p)
Bk+1 — Wkt _ Zﬂk,éﬂza Bro = =
=0 (Apt, p")
k T~k+1
k1 ~kt1 = o (Aw ", p ‘)
pT=w = BkeP s Bre=——F——
- eZ:; - (ATp. p")
Voraussetzung: (ABZ,EZ) #0
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Lineares Gleichungssystem
Ax=f,  x=x"= ap'

Einsetzen
n—1
Ax® — ZagABZ =f
£=0

Skalarprodukt mit biorthogonalen Vektoren é

n—1
> an(Ap' F) = (AX° — £. 7))
¢=0

Zerlegungskoeffizienten

o (AKO - £7 EK)
Z = 7"
¢ ~L
(Ap".p")
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Definition einer Ndherungslosung

==
-

x =X " apt,

0

~
Il

Rekursive Definition

k
Kl<+1 _ K0 _ Zaeee
(=0
k—1
= x* =) ap’ —ap = X —aph,
£=0
Es ist
k—1
(A~ £5) = (A £~ Y anAp’,5Y)
£=0
k—1
= (A" o'~ £p") =
(=0

X =X, Qyp =

Qp =

(AKO - £7 Ee)

(Ap’. B)

(AKO - fa Ek)
(Ap*, B%)
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Iterationsvorschrift fiir Suchrichtungen

k k+1 =¢
Aw
PP =wl P =W =S Bpt B = %
- - = (Ap".p')
Iterationsvorschrift fiir Naherungslosungen
k ~k
r 9
=Xk —aup*, I = —aApf, k= (_ %Z
- N (Apk,p")
Es gilt
~k ~k ~k ~k
(FpY) = (rf = akApk, B) = (F,B") — aw(Ap*,p) = 0
~k—1 ~k—1 ~k—1
() = (BT —an(ApS BT =0

Durch vollstandige Induktion folgt

(FUp) =0 firf=0,...,k
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Orthogonalitat
(rLp) =0 firt=0,... k

[terationsvorschrift fiir Suchrichtungen

(Awkt, 5°)

0 0 k+1 k+1 4
pr=w, pT=w"" = Bup, Bk= —
LA Z — (ABéyg )

£=0

Dann gilt

£—1
B = ) = S hea ) o

j=0
Orthogonalitat
(FFL ') =0 firt=0,... k

Die Vektoren w°, ..., w", r**1 sind linear unabhingig: w"™ = rk+1

Jl O Steinbach Das BiCGStab Verfahren SIMNET Kurs 24.-27.4.2006

6 /24



L x;"

Institut fiir Numerische Mathematik

Orthogonalitaten

(r*1, 59

=0, (')

Dann gilt

(r*,p") =

Zﬂk 10p') = (%, %)

= (=0 firt=0,...,

und somit
(rk k) k
= #0, a=0: r" =0 x‘=
(Ap*,p*)
Rekursionsvorschrift
~k
r b
PRSP @ AT, a= )
- (ATp", p¥)
Orthogonalitaten
(B ') = @ w) =0 firt=0,... K
k+1

0 k

Die Vektoren w”,

=

w’, ¥

sind linear unabhingig: wk+t1 =7

k

k—1
Zﬂk 1e(r B) = (5, 1)

~k+1
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Orthogonalitaten

(~k+1 p ) 0

Dann gilt

(F,p") =

und somit

~k+1
T wh) =

Zﬂk 1,eP")

Zﬁk 1e(F,p) =

(F1F) =0 firt=0,... k

(", 7°)

. 0. Steinbach

Das BiCGStab Verfahren

SIMNET Kurs 24.-27.4.2006

8 /24



u‘ﬂ” Institut fiir Numerische Mathematik I Ivla'!-

Berechnung von
~k+1 ~0
(AP, B")

Bug = ——=—
(Ap'.p")
Fiir den Z3hler von [y ist
K+l Tt L okt1 w0 ~e41 0 fiir £ < k
r D = - r a —N = 1 o~ ~
(L 7A P ) &[(L y I r ) _~_(£k+1’£k+1) fiir { = k

(6753
Weiterhin ist
~ ~k ~k  ~k ~k ~k ~k
ar(pf, ATE ) = (p T T = (pNF) = 7

Suchrichtung
(Zk+17zk+l)

P =TT Bt B=
@a
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Gradientenverfahren biorthogonaler Richtungen (1)

Fiir eine beliebig gegebene Startnéherung x® € R"sei r® = Ax® — f.
Wihle 7°. Setze p° = 7°,p° = r° und berechne g = (r°, 1°), 3o = (¥°, 7).

Stoppe, falls gg < €2 m|t einer vorgegebenen Fehlergenawgkelt € erreicht ist.
Berechne fir k =0,1,...,n—2:

k k ~k AT~k k~k Ok ~ 7Ek
__AB7§ —AB,U—(_7P) _U_yak—o_k
XK = xk — e pk
Pl = kg sk
ket sk _ o ok

=T s

(k1 k1Y & ekl skl
Qk+1—(£+7£+)a9k+1—(£ L),

Stoppe, falls g5, 1 < €200 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit &
erreicht ist. Berechne andernfalls die neuen Suchrichtungen

Qk+1 ~k+1 k 3 Ok+1
Bk+1 +5kp7/6k* ' B+ 7/6k:—

=ty EkE

0Ok

Ok

=0 _
r

% A= AT: CG Verfahren
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Parameter

Wahlen jetzt

o = (7,79,

whtt =

~ k+1
k+17 W +

/Bkwgk

Qey O,

~k+1

Lineare Unabhangigkeit kann nicht mehr gewahrleistet werden!

Folgerung

Folgerung

(7)) =0 fiirk

oy
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Gradientenverfahren biorthogonaler Richtungen (2)

Fiir eine beliebig gegebene Startnéherung x® € R"sei r® = Ax® — f.
Wihle 7°. Setze p =0 p — 7° und berechne gy = (r O,ZO).
Stoppe, falls gy < 2 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ¢ erreicht ist.

Berechne fir k=0,1,...,n—2:

k _ AEk75k :ATEk, or = (7k75k) _ %
xkt = xk — ay p* o
P = k5K
zk+1 — Zk _ akgk

~k+1
Ok+1 = (Lkﬂaﬁ * ),

Stoppe, falls ||r*1|2 < €]|r°||2 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit e
erreicht ist. Berechne andernfalls die neuen Suchrichtungen

~k+1  ~k ~k Ok+1
Pt =g gpk, P =T 4 BpS, B = —g:

Jl O Steinbach Das BiCGStab Verfahren SIMNET Kurs 24.-27.4.2006

12/ 24



L x;"

Institut fiir Numerische Mathematik ﬁ‘!;’.l;!.

Iterationsvorschrift fiir Residuum

= 01 (A)° = [or(A) — arAYk(A)] %, P = o (AT

Iterationsvorschrift fiir Suchrichtung

b= Gea ) = Ton(A) + B A0, B

Parameter

ok = (£5,7) = (ok(A)r°, ok (AT)E) = (Ar (A, F) = (B4 F°)

Iﬁ
Re
+
=
\
<=
=
+
AN
—
>
_‘
N
I~

ok = (AP, B*) = (Avk(A)r°, vk (ATE) = (A3 (A)°, 7°) = (ApX, 7°)

=l (A, pr=vR(A)°, P=p"=/°
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modifiziertes Residuum

P = 02 (A = [ok(A) — Ay (A) r°
= [Pr(A) — 2axApk(A)Yk(A) + R AY; (A)] r°
= [9r(A) = 20k Api(A)[pk(A) + Br1tbk-1(A)] + g A2YR(A)] r°
= (I = 200 A2 (AP — 200 Br1 Api(A)tbk_1(A)r° + a2 A2p2(A)r°
= (I — 204 A)P* — 204 Bk_1AG" + a2 A%DF
mit
i = ou(Av—1 (A, ¢° =0
W o5 Das BiCGSab Verfahren SIMNET Kurs 2427 42005
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Rekursionsvorschrift

ng k1 (A) ok (A)°

= [px(A) — APk (A)] Y (A)r°

= ok(A)(A) — i AP(A)°

= k(A [x(A) + Br1tr—1(A)] r® — AP (A)r°
= 0R(A° + Beo1ok(A) -1 (A)r® — i A (A)r°
= 4+ 5k—1§k - akAék

modifzierte Suchrichtung

P = R (A = [k (A) + Bivi(A) P
= b1 (A + 2Bkpis1 (A (A)r° + Bivi (A)r°
_ £k+1 +26kgk+1 _’_61391(
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Residuum

zk—Fl — zk _ O[kA |:2£k + Zﬁk—lgk _ OékAéki| — zk _ OékAﬂk

N&herungslésung

= R [ 28+ 280 18" — anAP] = & - oyt

Jl O Steinbach Das BiCGStab Verfahren SIMNET Kurs 24.-27.4.2006

16 / 24



f‘»” Institut fiir Numerische Mathematik I Ivla'!-

CGS Verfahren (Conjugate Gradient Squared)

Fiir eine beliebig gegebene Startniherung x° € R" sei r® = Ax® — f.

Wihle 7°. Setze P’ =r¢°=0, B_; =0 und berechne gy = (r°,7%).
Stoppe, falls ||r||2 < & mit einer vorgegebenen Genauigkeit € erreicht ist.

Berechne fir k =0,1,...,n—2:

sk = ApK, oy = (s5,7°), ax = %

Wk = rk 4+ B _1q*, gt = wk _kak§k, Wk = gkl Wk sk — Awk
Xk = xk akik - -

[ S Y

Ok+1 = (£k+1710)7

Stoppe, falls ||[r**1||2 < €[|r°||2 mit einer vorgegebenen Genauigkeit &
erreicht ist. Berechne andernfalls die neuen Suchrichtungen

Ok
ﬂk = Q:l’ Bk+1 — £k+1 + 6k(2gk+l +5k£k)
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CGS Verfahren
P = i1 (A = pra (A

Polynom
k

Ors1(A) = [ = weA) = (I — wiA)0i(A)
£=0

Glattung des Konvergenzverhaltens des Residuums
P = 0 1 (A = (1 — we Ak (A)rF = (I — wi A)RF
Berechnung des Koeffizienten wy
wg = arg min||(/ —wA)kaz

(APF,#4)
(APK, ApF)

Wi =
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modifiziertes Residuum

I~
\

k1 — 9k+1(A)£k+1 = (I — ka)Gk(A) [Lk — CkkABk]
(I — wiA)O(A)rF — (I — wiA) Ak (A)p*

= (I — wA)P* — o (I — wiA) AP
modifizierte Suchrichtung

ékJrl _ 9k+1(A)Bk+l — 9k+1(A) [£k+1 4 ﬁkBk:I
= O (A 4 Bl — ka)gk(A)Bk — P Br(l — ka)Ek
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Fiir die Berechnung von

oks1 = (FTLFT) = (K piia (ATE)
folgt
(AN = P =T - AT = - AT+ B ]
= —q AT T - akﬂkflATEk_l
= —aATo(ANP 4+ ok(ATE — a1 AT 1 (AT)F
=~ AT AT + o(AT)P
rekursive Anwendung

k

it (ANF = JJ(—an) (AT 17 + 6 (AT)P°
£=0
Mit Orthogonalitat ist
k
k1 = (I 0 (AT)F) = [[(—ee) (£ (AT)1F0).
£=0
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Andererseits ist

Ok = (™ 7°) = (Brsa (A LT = (4 011 (AT)E)

und
k

Br1(AT)F —H(/—szT7° [T~ (A2 + G (AT

£=0
Mit Orthogonalitat ist

k

Birr = (£, 01 (AT)P) = [ [(—we) (P, (AT)1E0).

=0

Daraus folgt

k
Qp | L
Ok+1 = [H Je] Ok+1

=0
und somit .
3 Ok+1 _ Ok+1
Kk = = = _—
Ok Ok Wk
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Berechnung von o

ok = (A B") = (Ap" uk(AE") = (Ap*, [pw(AT) + Bicathia (ADIE)
k—1
= (Ap" ok(AT)E) = [ (—an)(Ap*, (AT)'E)
£=0

Andererseits ist

G = (APN,7%) = (AGk(A)p*,7%) = (Ap*, 0k(AT)P)
k—1 k—1
= (A% [J (1 = weAT)E) = ] (—we)(Ap*, (A1) F°)
£=0 £=0
Somit gilt
k—1
ag
Ok — O’k —
=0 “t
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Berechnung von oy
Ok _ Ok

modifiziertes Residuum
= (1 — wA)PF = 7K — wy ARK

I~

modifizierte Ndherungslosung
AL K B

SIMNET Kurs 24.-27.4.2006
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Stabilisiertes Gradientenverfahren biorthogonaler Richtungen (BiCGStab)

Fiir eine beliebig gegebene Startniherung x° € R” sei r% = Ax® — f.
Wihle 7° = r0. Setze p® = r® und berechne 9o = (%, 7).
Stoppe, falls ||r||2 < & mit einer vorgegebenen Genauigkeit € erreicht ist.
Berechne fir k =0,1,...,n—2:

sk = ABk’ oK = (§k,10). Stoppe, falls oy = 0.

k k
0k vk w
ap=—, wh=rk—ask, vVF=Anw* w= ( - k)
Ok (! v )
XK = XK — oy pk — wyw*
rktl = pk ozksk — wyvk

Ok+1 ( )
Stoppe, falls ||£k+1|\2 < g|r®||2 mit einer vorgegebenen Genauigkeit &
erreicht ist. Berechne andernfalls die neuen Suchrichtungen

Ok+1 Qk
B ==——=—, p" ="+ (p

k
[ — WkS )
Ok Wk
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