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Lineares Gleichungssystem Ax = f , A regulär
Biorthogonale Vektorsysteme

{p`}n−1
`=0 , {p̃

`}n−1
`=0 , (Apk , p̃

`) = (pk ,A>p̃
`) = 0 für alle k 6= `

Konstruktion biorthogonaler Vektoren

Setze

p0 = w0, p̃
0 = w̃

0
,

Für k = 0, . . . , n − 2 berechne

pk+1 = w k+1 −

k∑

`=0

βk,`p
`, βk,` =

(Aw k+1, p̃
`)

(Ap`, p̃
`)

p̃
k+1 = w̃

k+1 −

k∑

`=0

β̃k,`p̃
`
, β̃k,` =

(A>w̃
k+1

, p`)

(A>p̃
`
, p`)

Voraussetzung: (Ap`, p̃
`) 6= 0
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Lineares Gleichungssystem

Ax = f , x = x0 −

n−1∑

`=0

α`p
`

Einsetzen

Ax0 −

n−1∑

`=0

α`Ap` = f

Skalarprodukt mit biorthogonalen Vektoren p̃j

n−1∑

`=0

α`(Ap`, p̃
j) = (Ax0 − f , p̃

j)

Zerlegungskoeffizienten

α` =
(Ax0 − f , p̃`)

(Ap`, p̃
`)
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Definition einer Näherungslösung

xk = x0 −

k−1∑

`=0

α`p
`, xn = x , α` =

(Ax0 − f , p̃
`)

(Ap`, p̃
`)

Rekursive Definition

xk+1 = x0 −
k∑

`=0

α`p
`

= x0 −

k−1∑

`=0

α`p
` − αkp

k = xk − αkp
k , αk =

(Ax0 − f , p̃
k)

(Apk , p̃
k)

Es ist

(Ax0 − f , p̃
k) = (Ax0 − f , p̃

k) −

k−1∑

`=0

α`(Ap`, p̃
k)

= (Ax0 −
k−1∑

`=0

α`Ap` − f , p̃
k) = (Axk − f , p̃

k) = (r k , p̃
k)
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Iterationsvorschrift für Suchrichtungen

p0 = w0, pk+1 = w k+1 −
k∑

`=0

βk`p
`, βk` =

(Aw k+1, p̃
`)

(Ap`, p̃
`)

Iterationsvorschrift für Näherungslösungen

xk+1 = xk − αkp
k , rk+1 = rk − αkApk , αk =

(r k , p̃
k)

(Apk , p̃
k)

Es gilt

(r k+1, p̃
k) = (r k − αkApk , p̃

k) = (r k , p̃
k) − αk(Apk , p̃

k) = 0

(rk+1, p̃
k−1) = (r k , p̃

k−1) − αk(Apk , p̃
k−1) = 0

Durch vollständige Induktion folgt

(rk+1, p̃
`) = 0 für ` = 0, . . . , k
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Orthogonalität
(rk+1, p̃

`) = 0 für ` = 0, . . . , k

Iterationsvorschrift für Suchrichtungen

p0 = w0, pk+1 = w k+1 −
k∑

`=0

βk`p
`, βk` =

(Aw k+1, p̃
`)

(Ap`, p̃
`)

Dann gilt

(r k+1, w̃
`) = (r k+1, p̃

` +
`−1∑

j=0

β̃`−1,j p̃
j) = (r k+1, p̃

`) +
`−1∑

j=0

β`−1,j(r
k+1, p̃

j) = 0

Orthogonalität
(rk+1, w̃

`) = 0 für ` = 0, . . . , k

Die Vektoren w̃
0
, . . . , w̃

k
, r k+1 sind linear unabhängig: w̃

k+1 = rk+1
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Orthogonalitäten

(r k+1, p̃
`) = 0, (r k+1, w̃

`) = (r k+1, r `) = 0 für ` = 0, . . . , k

Dann gilt

(r k , p̃
k) = (r k , w̃

k −
k−1∑

`=0

β̃k−1,`p̃
`) = (r k , r k) −

k−1∑

`=0

β̃k−1,`(r
k , p̃

`) = (r k , r k)

und somit

αk =
(rk , r k)

(Apk , p̃k)
6= 0, αk = 0 : r k = 0, xk = x

Rekursionsvorschrift

r̃
0
, r̃

k+1 = r̃
k − α̃kA

>p̃
k
, α̃k =

(r̃k
, pk)

(A>p̃
k
, pk)

Orthogonalitäten

(r̃ k+1
, p`) = (r̃k+1

,w `) = 0 für ` = 0, . . . , k

Die Vektoren w 0, . . . ,w k , r̃
k+1 sind linear unabhängig: wk+1 = r̃

k+1
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Orthogonalitäten

(r̃ k+1
, p`) = 0, (r̃ k+1

,w `) = (r k+1, r̃
`) = 0 für ` = 0, . . . , k

Dann gilt

(r̃ k
, pk) = (r̃ k

,w k −

k−1∑

`=0

βk−1,`p
`) = (r̃ k

, r̃
k) −

k−1∑

`=0

βk−1,`(r̃
k
, p`) = (r̃k

, r̃
k)

und somit

α̃k =
(r̃k

, r̃
k)

(Apk , p̃k)
6= 0, α̃k = 0 : r̃

k = 0
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Berechnung von

βk` =
(Ar̃

k+1
, p̃

`)

(Ap`, p̃
`)

Für den Zähler von βk` ist

(r̃k+1
,A>p̃

`) =
1

α̃`

(r̃k+1
, r̃

` − r̃
`+1) =





0 für ` < k

−
1

α̃k

(r̃ k+1
, r̃

k+1) für ` = k

Weiterhin ist

α̃k(p
k ,A>p̃

k) = (pk , r̃
k − r̃

k+1) = (pk , r̃
k) = (r̃ k

, r̃
k)

Suchrichtung

pk+1 = r̃
k+1 + βkp

k , βk =
(r̃ k+1

, r̃
k+1)

(r̃ k
, r̃

k)
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Gradientenverfahren biorthogonaler Richtungen (1)

Für eine beliebig gegebene Startnäherung x0 ∈ R
n sei r0 = Ax0 − f .

Wähle r̃
0
. Setze p0 = r̃

0
, p̃

0 = r0 und berechne %0 = (r0, r0), %̃0 = (r̃0
, r̃

0).
Stoppe, falls %0 < ε2 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε erreicht ist.

Berechne für k = 0, 1, . . . , n − 2 :

sk = Apk , s̃
k = A>p̃

k
, σk = (sk , p̃

k), αk =
%k

σk

, α̃k =
%̃k

σk

xk+1 = xk − αkp
k

rk+1 = rk − αks
k

r̃
k+1 = r̃

k − α̃k s̃
k

%k+1 = (r k+1, r k+1), %̃k+1 = (r̃ k+1
, r̃

k+1),

Stoppe, falls %k+1 < ε2%0 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε
erreicht ist. Berechne andernfalls die neuen Suchrichtungen

pk+1 = r̃
k+1 + βkp

k , βk =
%̃k+1

%̃k

; p̃
k+1 = rk+1 + β̃k p̃

k
, β̃k =

%k+1

%k

r̃
0 = r0, A = A>: CG Verfahren
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Parameter

%k = (r k , r k), %̃k = (r̃ k
, r̃

k), αk , α̃k , βk , β̃k

Wählen jetzt
wk+1 = rk+1, w̃

k+1 = r̃
k+1

Lineare Unabhängigkeit kann nicht mehr gewährleistet werden!

Folgerung
(rk , r̃

`) = 0 für k 6= `

Folgerung

αk = α̃k =
(r k , r̃

k)

(Apk , p̃
k)
, βk = β̃k =

(rk+1, r̃
k+1)

(rk , r̃
k)

O. Steinbach Das BiCGStab Verfahren SIMNET Kurs 24.–27.4.2006

11 / 24



Institut für Numerische Mathematik

Gradientenverfahren biorthogonaler Richtungen (2)

Für eine beliebig gegebene Startnäherung x0 ∈ R
n sei r0 = Ax0 − f .

Wähle r̃
0
. Setze p0 = r0, p̃

0 = r̃
0 und berechne %0 = (r0, r̃

0).
Stoppe, falls %0 < ε2 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε erreicht ist.

Berechne für k = 0, 1, . . . , n − 2 :

sk = Apk , s̃
k = A>p̃

k
, σk = (sk , p̃

k), αk =
%k

σk

xk+1 = xk − αkp
k

rk+1 = rk − αks
k

r̃
k+1 = r̃

k − αk s̃
k

%k+1 = (r k+1, r̃
k+1),

Stoppe, falls ‖r k+1‖2 < ε‖r0‖2 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε
erreicht ist. Berechne andernfalls die neuen Suchrichtungen

pk+1 = rk+1 + βkp
k , p̃

k+1 = r̃
k+1 + βk p̃

k
, βk =

%k+1

%k
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Iterationsvorschrift für Residuum

rk+1 = ϕk+1(A)r0 = [ϕk(A) − αkAψk(A)] r0, r̃
k+1 = ϕk+1(A

>)r̃0

Iterationsvorschrift für Suchrichtung

pk+1 = ψk+1(A)r0 = [ϕk+1(A) + βkψk(A)] r0, p̃
k+1 = ψk+1(A

>)r̃0

Parameter

%k = (r k , r̃
k) = (ϕk(A)r0, ϕk(A

>)r̃0) = (ϕ2
k(A)r0, r̃

0) = (r̂ k , r̃
0)

σk = (Apk , p̃
k) = (Aψk(A)r0, ψk(A

>)r̃0) = (Aψ2
k(A)r0, r̃

0) = (Ap̂k , r̃
0)

mit
r̂k = ϕ2

k(A)r0, p̂k = ψ2
k(A)r0, r̂0 = p̂0 = r0
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modifiziertes Residuum

r̂k+1 = ϕ2
k+1(A)r0 = [ϕk(A) − αkAψk(A)]

2
r0

=
[
ϕ2

k(A) − 2αkAϕk(A)ψk(A) + α2
kA

2ψ2
k(A)

]
r0

=
[
ϕ2

k(A) − 2αkAϕk(A)[ϕk(A) + βk−1ψk−1(A)] + α2
kA

2ψ2
k(A)

]
r0

= (I − 2αkA)ϕ2
k(A)r0 − 2αkβk−1Aϕk(A)ψk−1(A)r0 + α2

kA
2ψ2

k(A)r0

= (I − 2αkA)r̂ k − 2αkβk−1Aq̂k + α2
kA

2p̂k

mit
q̂k = ϕk(A)ψk−1(A)r0, q0 = 0
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Rekursionsvorschrift

q̂k+1 = ϕk+1(A)ψk(A)r0

= [ϕk(A) − αkAψk(A)]ψk(A)r0

= ϕk(A)ψk(A)r0 − αkAψ
2
k(A)r0

= ϕk(A) [ϕk(A) + βk−1ψk−1(A)] r0 − αkAψ
2
k(A)r0

= ϕ2
k(A)r0 + βk−1ϕk(A)ψk−1(A)r0 − αkAψ

2
k(A)r0

= r̂ k + βk−1q̂
k − αkAp̂k

modifzierte Suchrichtung

p̂k+1 = ψ2
k+1(A)r0 = [ϕk+1(A) + βkψk(A)]

2
r0

= ϕ2
k+1(A)r0 + 2βkϕk+1(A)ψk(A)r0 + β2

kψ
2
k(A)r0

= r̂ k+1 + 2βk q̂
k+1 + β2

k p̂
k
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Residuum

r̂k+1 = r̂ k − αkA
[
2r̂ k + 2βk−1q̂

k − αkAp̂k
]

= r̂ k − αkAw̄ k

Näherungslösung

x̂k+1 = x̂k − αk

[
2r̂ k + 2βk−1q̂

k − αkAp̂k
]

= x̂k − αk w̄
k
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CGS Verfahren (Conjugate Gradient Squared)

Für eine beliebig gegebene Startnäherung x0 ∈ R
n sei r0 = Ax0 − f .

Wähle r̃
0
. Setze p0 = r0, q0 = 0, β−1 = 0 und berechne %0 = (r0, r̃

0).
Stoppe, falls ‖r‖2 < ε mit einer vorgegebenen Genauigkeit ε erreicht ist.

Berechne für k = 0, 1, . . . , n − 2 :

sk = Apk , σk = (sk , r̃
0), αk =

%k

σk

w k = r k + βk−1q
k , qk+1 = w k − αks

k , w̄ k = qk+1 + w k , s̄k = Aw̄ k

xk+1 = xk − αk w̄
k

rk+1 = rk − αk s̄
k

%k+1 = (r k+1, r̃
0),

Stoppe, falls ‖r k+1‖2 < ε‖r0‖2 mit einer vorgegebenen Genauigkeit ε
erreicht ist. Berechne andernfalls die neuen Suchrichtungen

βk =
%k+1

%k

, pk+1 = rk+1 + βk(2q
k+1 + βkp

k).
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CGS Verfahren
r̂k+1 = ϕ2

k+1(A)r0 = ϕk+1(A)r k+1

Polynom

θk+1(A) =

k∏

`=0

(I − ω`A) = (I − ωkA)θk(A)

Glättung des Konvergenzverhaltens des Residuums

r̂k+1 = θk+1(A)r k+1 = (I − ωkA)θk(A)r k = (I − ωkA)r̂ k

Berechnung des Koeffizienten ωk

ωk = arg min‖(I − ωA)r̂ k‖2

ωk =
(Ar̂ k , r̂ k)

(Ar̂ k ,Ar̂ k)
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modifiziertes Residuum

r̂k+1 = θk+1(A)r k+1 = (I − ωkA)θk(A)
[
rk − αkApk

]

= (I − ωkA)θk(A)r k − αk(I − ωkA)Aθk(A)pk

= (I − ωkA)r̂ k − αk(I − ωkA)Ap̂k

modifizierte Suchrichtung

p̂k+1 = θk+1(A)pk+1 = θk+1(A)
[
rk+1 + βkp

k
]

= θk+1(A)r k+1 + βk(I − ωkA)θk(A)pk = r̂ k+1 + βk(I − ωkA)p̂k
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Für die Berechnung von

%k+1 = (r k+1, r̃
k+1) = (r k+1, ϕk+1(A

>)r̃0)

folgt

ϕk+1(A
>)r̃0 = r̃

k+1 = r̃
k − αkA

>p̃
k = r̃

k − αkA
> [̃rk + βk−1p̃

k−1]

= −αkA
>r̃

k + r̃
k − αkβk−1A

>p̃
k−1

= −αkA
>ϕk(A

>)r̃0 + ϕk(A
>)r̃0 − αkβk−1A

>ψk−1(A
>)r̃0

= −αkA
>ϕk(A

>)r̃0 + φk(A
>)r̃0

rekursive Anwendung

ϕk+1(A
>)r̃0 =

k∏

`=0

(−α`)(A
>)k+1 r̃

0 + φ̃k(A
>)r̃0

Mit Orthogonalität ist

%k+1 = (r k+1, ϕk+1(A
>)r̃0) =

k∏

`=0

(−α`)(r
k+1, (A>)k+1 r̃

0).
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Andererseits ist

%̂k+1 = (r̂ k+1, r̃
0) = (θk+1(A)r k+1, r̃

0) = (r k+1, θk+1(A
>)r̃0)

und

θk+1(A
>)r̃0 =

k∏

`=0

(I − ω`A
>)r̃0 =

k∏

`=0

(−ω`)(A
>)k+1 r̃

0 + φ̂k(A
>)r̃0

Mit Orthogonalität ist

%̄k+1 = (r k+1, θk+1(A
>)r̃0) =

k∏

`=0

(−ω`)(r
k+1, (A>)k+1 r̃

0).

Daraus folgt

%k+1 =

[
k∏

`=0

α`

ω`

]
%̂k+1

und somit

βk =
%k+1

%k

=
%̂k+1

%̂k

αk

ωk
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Berechnung von σk

σk = (Apk , p̃k) = (Apk , ψk(A
>)r̃0) = (Apk , [ϕk(A

>) + βk−1ψk−1(A
>)]̃r0)

= (Apk , ϕk(A
>)r̃0) =

k−1∏

`=0

(−α`)(Apk , (A>)k r̃0)

Andererseits ist

σ̂k = (Ap̂k , r̃0) = (Aθk(A)pk , r̃
0) = (Apk , θk(A

>)r̃0)

= (Apk ,

k−1∏

`=0

(I − ω`A
>)r̃0) =

k−1∏

`=0

(−ω`)(Apk , (A>)k r̃0)

Somit gilt

σk = σ̂k

k−1∏

`=0

α`

ω`

.
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Berechnung von αk

αk =
%k

σk

=
%̂k

σ̂k

modifiziertes Residuum

r̂k+1 = (I − ωkA)r̂ k = r̂ k − ωkAr̂k

modifizierte Näherungslösung

x̂k+1 = x̂k − ωk r̂
k
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Stabilisiertes Gradientenverfahren biorthogonaler Richtungen (BiCGStab)

Für eine beliebig gegebene Startnäherung x0 ∈ R
n sei r0 = Ax0 − f .

Wähle r̃
0 = r0. Setze p0 = r0, und berechne %0 = (r0, r̃

0).
Stoppe, falls ‖r‖2 < ε mit einer vorgegebenen Genauigkeit ε erreicht ist.

Berechne für k = 0, 1, . . . , n − 2 :

sk = Apk , σk = (sk , r̃
0). Stoppe, falls σk = 0.

αk =
%k

σk

, w k = rk − αks
k , v k = Aw k , ωk =

(v k ,w k)

(v k , v k)
xk+1 = xk − αkp

k − ωkw
k

rk+1 = rk − αks
k − ωkv

k

%k+1 = (r k+1, r̃
0),

Stoppe, falls ‖r k+1‖2 < ε‖r0‖2 mit einer vorgegebenen Genauigkeit ε
erreicht ist. Berechne andernfalls die neuen Suchrichtungen

βk =
%k+1

%k

αk

ωk

, pk+1 = rk+1 + βk(p
k − ωks

k).
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