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Lineares Gleichungssystem

(
A B

B> D

)(
x1

x2

)
=

(
f 1

f 2

)

mit Matrizen
A ∈ R

n1×n1 , B ∈ R
n1×n2 , D ∈ R

n2×n2

Sei

M =

(
A B

B> D

)

symmetrisch und positiv definit:

(Mx , x) ≥ cM

1 ‖x‖2
2 für alle x ∈ R

n mit n = n1 + n2
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Folgerung
(Ax1, x1) ≥ cM

1 ‖x1‖
2
2 für alle x1 ∈ R

n1

(Dx2, x2) ≥ cM

1 ‖x2‖
2
2 für alle x2 ∈ R

n2

Auflösung der ersten Gleichung

x1 = A−1f 1 − A−1Bx2

Schur Komplement System

Sx2 =
[
D − B>A−1B

]
x2 = f 2 − B>A−1f 1 = f

Es gilt
(Sx2, x2) ≥ cM

1 ‖x2‖
2
2 für alle x2 ∈ R

n2

Für x2 ∈ R
n2 ist x1 = −A−1Bx2 ∈ R

n1 :

cM

1 ‖x2‖
2
2 ≤ cM

1 ‖x‖2
2 ≤ (Mx , x) = (Ax1, x1) + 2 (B>x1, x2) + (Dx2, x2)

= (Bx2,A
−1Bx2) − 2 (B>A−1Bx2, x2) + (Dx2, x2) = (Sx2, x2)
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CG Verfahren für Schur Komplement System

Sx2 = f

Spektraläquivalenzungleichungen

cS

1 (CSx2, x2) ≤ (Sx2, x2) ≤ cS

2 (CSx2, x2) für alle x2 ∈ R
n2

Berechnung von

sk = Spk = Dpk − B>A−1Bpk = Dpk − B>w k
, wk = A−1Bpk

mit
Aw k = Bpk

I direkte Invertierung

I CG Verfahren Spektraläquivalenzungleichungen

cA

1 (CAx1, x1) ≤ (Ax1, x1) ≤ cA

2 (CAx1, x1) für alle x1 ∈ R
n1
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Lineares Gleichungssystem

(
A B

B> D

)(
x1

x2

)
=

(
f 1

f 2

)

I CG Verfahren

I Vorkonditionierungsmatrix CM Spektraläquivalenzungleichungen

cM

1 (CMx , x) ≤ (Mx , x) ≤ cM

2 (CMx , x) für alle x ∈ R
n

Faktorisierung

M =

(
I1 0

B>A−1 I2

)(
A 0

0 S

)(
I1 A−1B

0 I2

)
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Vorkonditionierungsmatrix

CM =

(
CA 0

0 CS

)

Sei

µ = sup
06=x2∈Rn2

(B>A−1Bx2, x2)

(Sx2, x2)

Dann gelten die Spektraläquivalenzungleichungen mit

cM

1 =
1

2
[cA

1 + cS

1 (1 + µ)] −

√
1

4
[cA

1 + cS
1 (1 + µ)]2 − cS

1 cA
1

cM

2 =
1

2
[cA

2 + cS

2 (1 + µ)] +

√
1

4
[cA

2 + cS
2 (1 + µ)]2 − cS

2 cA
2
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cM

1 =
1

2
[cA

1 + cS

1 (1 + µ)] −

√
1

4
[cA

1 + cS
1 (1 + µ)]2 − cS

1 cA
1

cM

2 =
1

2
[cA

2 + cS

2 (1 + µ)] +

√
1

4
[cA

2 + cS
2 (1 + µ)]2 − cS

2 cA
2

Für B ist µ = 0 und somit

cM

1 =
1

2
[cA

1 + cS

1 ] −
1

2
|cA

1 − cS

1 | = min{cA

1 , cS

1 }

cM

2 =
1

2
[cA

2 + cS

2 ] +
1

2
|cA

2 − cS

2 | = max{cA

2 , cS

2 }
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Definieren zunächst

C̃M =

(
A 0

0 S

)

Spektraläquivalenzungleichungen

c̃M

1 (C̃Mx , x) ≤ (Mx , x) ≤ c̃M

2 (C̃Mx , x)

mit den Konstanten

c̃M

1 = 1 +
1

2
µ −

1

2

√
µ2 + 4µ, c̃M

2 = 1 +
1

2
µ +

1

2

√
µ2 + 4µ

Aus
min{cA

1 , cS

1 } (CMx , x) ≤ (C̃Mx , x) ≤ max{cA

2 , cS

2 } (CMx , x)

folgen dann die Spektraläquivalenzungleichungen

c̃M

1 min{cA

1 , cS

1 } (CMx , x) ≤ (Mx , x) ≤ c̃M

2 max{cA

2 , cS

2 } (CMx , x)

spektrale Konditionszahl

κ2(C
−1
M

M) ≤
max{cA

2 , cS
2 }

min{cA
1 , cS

1 }

[
1 +

1

2
µ +

1

2

√
µ2 + 4µ

]2
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Vorkonditionierung

CM =

(
I1 0

B>C−1
A

I2

)(
CA 0

0 CS

)(
I1 C−1

A
B

0 I2

)

Spektraläquivalenzungleichungen mit

cM

1 = min{cA

1 , cS

1 }

[
1 +

1

2
(µ −

√
µ2 + 4µ)

]

cM

2 = max{cA

2 , cS

2 }

[
1 +

1

2
(µ +

√
µ2 + 4µ)

]

und

µ = sup
06=x2∈Rn2

(B>(C−1
A

− A−1)A(C−1
A

− A−1)Bx2, x2)

(Sx2, x2)
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