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6. Für einen beschränkten Operator B : X → Y ∗ und konforme Ansatzräume XM ⊂ X,
YM ⊂ Y sei die diskrete inf-sup Bedingung

cS ∥vM∥X ≤ sup
0̸=qM∈YM

⟨BvM , qM⟩
∥qM∥Y

für alle vM ∈ XM

erfüllt. Anstelle der Variationsformulierung

Finde uM ∈ XM : ⟨BuM , qM⟩ = ⟨f, qM⟩ für alle qM ∈ YM

wird eine gestörte Variationsformulierung

Finde ũM ∈ XM : ⟨BũM , qM⟩ = ⟨f̃ , qM⟩ für alle qM ∈ YM

betrachtet. Man leite eine Fehlerabschätzung für ∥u− ũM∥X her.

7. Sei A : Y → Y ∗ mit

⟨Aq, q⟩ ≥ cA1 ∥q∥2Y , ∥Aq∥Y ∗ ≤ cA2 ∥q∥Y für alle q ∈ Y,

und sei B : X → Y ∗ mit

cB1 ∥v∥X ≤ sup
0 ̸=q∈Y

⟨Bv, q⟩
∥q∥Y

, ∥Bv∥Y ∗ ≤ cB2 ∥v∥X für alle v ∈ X.

Man zeige, dass S := B∗A−1B : X → X∗ beschränkt und elliptisch ist.

Sei A : Y → Y ∗ beschränkt und elliptisch, und sei B : X → Y ∗ beschränkt. Für konforme
Ansatzräume

XM = span{φk}Mk=1 ⊂ X, YN = span{ψi}Ni=1 ⊂ Y

sei die diskrete inf-sup Bedingung

cS ∥vM∥X ≤ sup
0̸=qN∈YN

⟨BvM , qN⟩
∥qN∥Y

für alle vM ∈ XM

erfüllt. Für k = 1, . . . ,M und i, j = 1, . . . , N seien die Matrixen AM und BN durch die
Einträge

AN [j, i] = ⟨Aψi, ψj⟩, BM [j, k] = ⟨Bφk, ψj⟩

definiert.

8. Man zeige, dass SM := B⊤
MA

−1
N BM positiv definit ist.



Betrachtet wird die Variationsformulierung zur Bestimmung von (pN , uM) ∈ YN × XM ,
so dass

⟨ApN , qN⟩+ ⟨BuM , qN⟩ = ⟨Bu, qN⟩, ⟨pN , BvM⟩ = 0

für alle (qN , vM) ∈ YN ×XM erfüllt ist, wenn u ∈ X gegeben ist.

9. Man zeige die eindeutige Lösbarkeit dieser Variationsformulierung und schätze ∥uM∥X
durch ∥u∥X ab.

10. Man zeige, dass für u = wM ∈ XM stets uM = wM folgt.


