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Aufgabe 25: Überprüfe, ob es sich bei den folgenden Abbildungen um lineare Operatoren handelt:

a) T : R3 → R2 mit T

 x1

x2

x3

 =

(
2x1 + x2 − 3x3

x2 + x1

)
;

b) T : Pn(R)→ Pn(R) mit T

(
n∑

k=0

akx
k

)
=

n∑
k=1

kakx
k−1;

c) T : Abb(R)→ C mit T (f) = f(0).

Aufgabe 26: Berechne ker(T ) sowie ran(T ) der linearen Operatoren aus Aufgabe 25.

Aufgabe 27: Überprüfe bei welchen der folgenden Abbildungen es sich um lineare Operatoren
handelt:

a) T : C2(R)→ C0(R) mit T (f)(x) = −f ′′(x) + x2f(x);

b) T : C2(R)→ C0(R) mit T (f)(x) = −f ′′(x) + x2;

c) T : C2(R)→ C0(R) mit T (f)(x) = −f ′′(x) + f(x)2.

Beachte, dass C2(R) der Vektorraum der zwei mal stetig differenzierbaren Funktionen und f ′′

entsprechend die zweite Ableitung ist.

Aufgabe 28: Seien V,W Vektorräume, T : V →W ein linearer Operator und v1, . . .vn ∈ dom(T ).

a) Zeige: Sind T (v1), . . . , T (vn) linear unabhängig, so sind auch v1, . . . ,vn linear unabhängig.

b) Zeige an einem Gegenbeispiel, dass die umgekehrte Aussage nicht stimmen muss.

Aufgabe 29: Seien V,W Vektorräume und T : V → W ein bijektiver linearer Operator. Zeige,
dass die Umkehrfunktion T−1 : W → V ebenfalls ein linearer Operator ist.

Aufgabe 30∗: Seien V,W Vektorräume und v1, . . . ,vn eine Basis von V und w1, . . . ,wn ∈ W
beliebige Elemente. Beweise, dass es einen eindeutigen linearen Operator T : V →W gibt mit

T (vi) = wi, ∀i ∈ {1, . . . , n}.


