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Numerische Mathematik 1

28. Für die Stützstellen xk = kh, k = 0, 1, . . . , n mit der Schrittweite h = 1/n sei die Basis {φk}nk=0

der stückweise linearen stetigen Basisfunktionen φk(x) gegeben. Für diese sei die Massematrix Mh

durch die Einträge

Mh[ℓ, k] =

∫ 1

0
φk(x)φℓ(x) dx für k, ℓ = 1, . . . , n

gegeben. Man finde positive Konstanten c1 und c2 derart, so daß die Spektraläquivalenzungleichungen

c1 (u, u) ≤ (Mhu, u) ≤ c2 (u, u) für alle u ∈ Rn+1

erfüllt sind.

Hinweis: Man drücke die Bilinearform (Mhu, u) als Integral aus und betrachte die lokalen Beiträge
in Matrixform der Dimension 2.

29. Für die Stützstellen 0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = 1 mit den lokalen Maschenweiten hk =
xk − xk−1 für k = 1, . . . , n sei die Basis {φk}nk=0 der stückweise linearen stetigen Basisfunktionen
φk(x) gegeben. Für diese sei die Massematrix Mh durch die Einträge

Mh[ℓ, k] =

∫ 1

0
φk(x)φℓ(x) dx für k, ℓ = 1, . . . , n

gegeben. Weiters sei Dh eine Diagonalmatrix mit den Einträgen

Dh[0, 0] = h1, Dh[n, n] = hn, Dh[k, k] = hk + hk+1 für k = 1, . . . , n− 1.

Man finde positive Konstanten c1 und c2 derart, so daß die Spektraläquivalenzungleichungen

c1 (Dhu, u) ≤ (Mhu, u) ≤ c2 (Dhu, u) für alle u ∈ Rn+1

erfüllt sind.

30. Für n ∈ N und h = 1/n sei

An =
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h2
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 ∈ R(n−1)×(n−1).

Man zeige, daß die Eigenvektoren xk, k = 1, . . . , n− 1, gegeben sind durch

xki = sin k
iπ

n
für i = 1, . . . , n− 1

und man bestimme den zugehörigen Eigenwert. Wie verhält sich die spektrale Konditionszahl κ2(An)
für n → ∞?


