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Numerische Mathematik 2

16. Gegeben ist die Tridiagonalmatrix

A =


a b

c a
. . .

. . . . . . b
c a

 ∈ R(n−1)×(n−1)

mit bc > 0. Man zeige, daß A die Eigenwerte

λk = a+ 2 sign (c)
√
bc cos

kπ

n
für k = 1, . . . , n− 1

und die Eigenvektoren vk mit

vkℓ = mℓ sin
kℓπ

n
für ℓ = 1, . . . , n− 1, m =

√
c

b

besitzt.

Hinweis: Man betrachte zunächst den Fall a = 0. Für die Eigenvektoren verwende man
die Darstellung

vkℓ =
mℓ

2i

[
eikℓπ/n − e−ikℓπ/n

]
.

17. Für u ∈ C6([a, b]) konstruiere man eine 5–Punkt–Differenzenformel der Form

D
(5)
2 u(x) :=

1

h2

[
a2u(x+ 2h) + a1u(x+ h) + a0u(x) + a−1u(x− h) + a−2u(x− 2h)

]
.

Wie lautet die zugehörige Abschätzung des Approximationsfehlers?

18. Sei S1
h([0, 1]) = span{φk}nk=0 ⊂ H1([0, 1]) der Raum der stückweise linearen Funk-

tionen bezüglich einem gleichmässigen Gitter mit der Maschenweite h. Man beweise die
inverse Ungleichung∫ 1

0

[v′h(x)]
2 dx ≤ c h−2

∫ 1

0

[vh(x)]
2 dx für alle vh ∈ S1

h([0, 1]).


