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Einleitende Bemerkungen

Diese Vorlesung zur Einfithrung in die partiellen Differentialgleichungen geht auf Wolf-
gangs Haacks und Giinter Hellwigs [61] Vorlesungen zu diesem Thema an der TU Berlin
zuriick und wurde von mir insgesamt zehn mal an der TH Darmstadt und an der Univer-
sitdt Stuttgart, meist als wochentlich vierstiindige Vorlesung mit zweistiindigen Ubungen
gehalten. Wihrend dieser drei Jahrzehnte haben sich die Schwerpunkte stark verschoben; so
nehmen im vorliegenden Skript die nichtlinearen Erhaltungsgleichungen erster Ordnung in ei-
ner rdumlichen Dimension einen breiten Raum ein, da fiir diese Gleichungen erster Ordnung
mit elementaren Methoden bereits tiefe Einblicke in das aktuelle Gebiet der nichtlinearen
partielle Differentialgleichungen gewonnen werden kénnen.

Urspriinglich sollte aus der Vorlesung ein Lehrbuch entstehen, deshalb sind im Litera-
turverzeichnis sehr viel mehr Referenzen gesammelt als im Skript selbst zitiert werden. Viele
andere Verpflichtungen haben dazu gefiihrt, dass ein einfithrendes und trotzdem aktuelles
Lehrbuch bislang nicht fertig wurde, aber die tatkréftige Unterstiitzung durch Gisela Wend-
land bei der Herstellung, Uberarbeitung und Fertigstellung des IATEX-Manuskripts und durch
cand.math. Jan Jung, der die Bilder hergestellt hat, hat nun wenigstens dieses Skript entste-
hen lassen.

In den beiden letzten dieser Vorlesungen 1999 und 2003 haben Dr. C. Coclici und Dr.
R. Biirger die Ubungen betreut, und ihnen beiden danke ich sehr herzlich fiir die ausgearbei-
teten Musterlosungen, die zusammen mit den Ubungsaufgaben den letzten Teil des Skripts
bilden und von Jan Jung als IXTEX—files geschrieben wurden.

Eine Ubersicht iiber partielle Differentialgleichungen kann man angesichts der vielsei-
tigen Anwendungen und der stiirmischen Theorie-Entwicklung wihrend der letzten beiden
Jahrhunderte nicht mehr geben. Mathematische Modelle sind heutzutage in allen Wissen-
schaften grundlegend. Lokale Gesetze fithren bei mehreren Freiheitsgraden zwangslaufig zu
partiellen Differentialgleichungen, und fast jedes Gesetz ist lokaler Natur. Wir begegnen heu-
te immer neuen Fragestellungen, die sich aus den jeweiligen Anwendungen ergeben, und die
Kenntnisse iiber Theorie, Losungsmethoden, numerische Verfahren und auf partielle Differen-
tialgleichungen basierenden Simulationsalgorithmen nehmen exponentiell zu. Fortschritt und
Verzettelung wohnen dann eng beieinander. Wir kénnen einerseits unerhérte Entdeckungen
und Resultate bewundern, zum andern geraten klassische Resultate mitunter in Vergessenheit
und werden dann bei numerischen Experimenten wieder entdeckt. Verldssliche Simulationen
sind aber nur auf der Basis rigoroser mathematischer Analysis moglich, und dies erfordert die
Beschiftigung mit mathematischer Theorie ebenso wie mit den Losungsalgorithmen. Heutige
komplexe Aufgaben kénnen dariiber hinaus nur in engem interdisziplindren Zusammenhang
gelost werden; unseritses Dilettantentum endet immer im Desaster, wie an immer neuen
Beispielen sichtbar ist. Die partiellen Differentialgleichungen treten besonders héufig bei Mo-
dellierungen realer Probleme auf.

Eine einzelne partielle Differentialgleichung ist eine geforderte Relation

F(a?,t; u(z,t) , Dippyu(t),. .., D(ﬂx’t)u(aﬁ,t)) =0
zwischen einer gesuchten Funktion u(z,t) und ihren Ableitungen im gleichen “Weltpunkt”
(x,t), wobei x haufig den Ort und ¢ die Zeit bezeichnen.



2 Einleitende Bemerkungen

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall; einer partiellen Differentialgleichung erster Ord-
nung.



1 Eine partielle Differentialgleichung erster
Ordnung

Die meisten partielle Differentialgleichungen in den Anwendungen entsprechen lokalen Ver-
sionen von Bilanzierungen bzw. Erhaltungsgleichungen.

1.1 Erhaltungsséitze

Ein Korper Q(t) C IR"(n = 1;2;3) besteht aus materiellen Punkten oder Partikeln, die das
Volumen €2(t) zur Zeit ¢ besetzen; Q(t) wird auch Konfiguration genannt. Beziehen wir den
Zustand zur Zeit t auf denjenigen zur Zeit to, so heiit Q(tg) die Referenzkonfiguration.
Die Bewegung eines Korpers (t) sei beschrieben durch

—

G(tto,7) : Qz0) — Q) C R” (1.1.1)

fir ¥ € Q(tg) und ¢ > to in einem geeigneten Zeitintervall, G sei bei festgehaltener Zeit
t stetiger Homoéomorphismus und mindestens bi—Lipschitz beziiglich ¢; der Bequemlichkeit
halber sogar diffeomorph beziiglich  und differenzierbar nach ¢. Durch

—

y(t) = G(t.to,7) (1.1.2)

werden dann die Trajektorien der “Partikel” beschrieben, die sich zur Zeit t = to in & € Q(to)
befunden haben; (1.1.2) beschreibt den Partikelfluss; y(¢) nennt man die materiellen Punkte.
Das vom “Koérper” zur Zeit ¢ eingenommene Volumen

—

O(t) = {g(t) = G(t,to,D) fiir alle 7 € Q(ty)} (1.1.3)

heifit auch Lagrange’sches Kontrollvolumen. (Der Einfachheit halber setzen wir in Zu-
kunft to = 0.)
Die Transformation G hat die Gruppeneigenschaften

—

G (to,to,%) = y(o) = 7, (1.1.4)
G(t,0,G(oto,@)) = G(t,to, @) fiirtg <o <t. (1.1.5)

Die Trajektorien erfiillen das System gew6hnlicher Anfangswertprobleme

dy ., 0G oy o
U= E(t,to,x) , Yl(to) = . (1.1.6)

Eine physikalische Eigenschaft der “Partikel” kann als Feld F(¢,7) beziiglich der materiellen
Punkte gegeben werden (Eulersche Beschreibung; i Eulersche Koordinaten des materiellen
Punktes) oder als Feld ®(Z,t) = F(y(t),t) = F(G(tto,Z),t) (Lagrangesche Beschreibung; #

—

Lagrangesche Koordinaten des materiellen Punktes G(t,t,7)).
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Oft ist das Geschwindigkeitsfeld ¥ als Partikeleigenschaft als ¥(¢,7) gegeben, dann gilt

g

i U(t,g(t)) und (o) = . (1.1.7)

Dann ist (1.1.2) die Losung zu (1.1.7) und hat fiir Lipschitz-stetiges Feld ¢’ die Eigenschaften
(1.1.4)—(1.1.7). Umgekehrt, es gilt auch

F(t, () = %—f(t,to,é(l)(t,to,g(t))) . (1.1.8)

Sei F(t,y) eine Partikeleigenschaft, z.B. Dichte o, und ¥(¢,7) sei die Quelldichte dieser
Grofle pro Zeiteinheit. Dann besagt die Bilanzgleichung fiir diese Grofle, dass die zeitliche
Ableitung der dem Korper, d.h. dem gesamten Lagrangeschen Kontrollvolumen zugeordneten
Partikeleigenschaft gleich dem Zuwachs durch die Quellen in diesem Volumen sein muf. Dies
ergibt die Bilanzgleichung:

;%m:%/memw~mw=/wmmmw~mm (1.1.9)

Q(t) Q(t)

Fiir ¥ = 0 heifit (1.1.9) auch Erhaltungsgleichung .

Die Bilanzgleichung (1.1.9) ist so noch nicht fiir eine lokale Aussage geeignet, da sich die
Ableitung nach t auch auf das Integrationsgebiet bezieht und die Leibnizsche Regel verwendet
werden mufl. — Dies entspricht in héheren Dimensionen dem Reynoldsschen Transport-
theorem (siehe auch [7] ).

1.1.1 Satz: Seien ¥, F € C'([0,T] x G) gegeben; Q(t) ein stiickweise glatt berandetes La-
grangesches Kontrollvolumen zum Gaufischen Normalgebiet 2(0) mit 6o > 0 so, dass G(t,0,Z)
fiir jedes t € [0,00] einen Diffeomorphismus von §2(0) auf Q(t) definiert. Dann gelten

4
dt
Q(t)

= / {%—IZ + divy (F(t,g’)ﬁ(t,gj))}[dyl Ao A dyn)]
Q(t)

oF
= [ Sl nendnl+ [ FepT-aga.
Q(t) z}‘EOQ(t)

F(t,§)[dy1 A -+ A dyy) (1.1.10)

Beweis: Fiir ¢t € [0,d0] gilt fiir den Deformationsgradienten

— —

G 10.7) = det 2%(0,0,8) + O(t) = 1+ O(1).

det 57 07

Also ist nach dem Satz iiber implizite Funktionen fiir jedes t € [0,50] die Abbildung G(¢,0,7)
ein Diffeomorphismus. Des weiteren gilt
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99; _ dy; _
ot dt I

also

g d(z)9; = Z 890] Z ij d

Mit Hilfe des Transformationssatzes konnen wir das Volumenintegral umschreiben:
= / Ftg)[dyr A=+ Nyn] = / F(t,G(t,0,2))[d@yg1 A+ Adygn) -
Q(t) Q(0)

Wegen des nun beziiglich ¢ festen Volumens 2(0) konnen wir das parameterabhéngige Integral
differenzieren und erhalten mit Ketten— und Produktregel:

dl 0 0
i / <8t (Fo G)) [dzyg1 A A dzygn] + / Fa[d(x)gl A N dg)gn]
Q(0)

Q(0)
oF T0G
= / {(55 ) l5=co0m + (Vo D) 5 Hdwg A+ A diygal
Q(0)
o . n 0
+ / F(t,G(t,0,%)) Z[d(x)gl N Ndg 2) gk A Nd(g)gn)
Q(0) k=1

- / {%—f(t’g’) + (V(y)F(t,gj))Tﬁ} [dyl JANRERVAN dyn]

Q(0)

8
/ FoG Z )91 N\ - 8 d(x)gg VANRERIVAN d($)gn]
k=1 Ye

8F . _, q

-/ {g FT -V F() + P () - 0) My A Ady).
Q(t)

Dies ist die erste Behauptung. Die zweite folgt mit dem Gauflschen Satz:

/V (FU)[dy1 A -+ Ndyy) = /Fn-z_)'do'.
o0(t)

1.1.2 Folgerungen aus dem Reynoldsschen Transporttheorem: Die Bilanzgleichung
(1.1.9) fiir beliebige 2 ist dquivalent zur konservativen Formulierung

/ {%—f(t,f) + div(,) (F(t,2)0(t,7)) — \Il(t,x)}an =0 (1.1.11)
Q
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oder auch

oF
/{E(t,f) —w() av, +/ (£,2)5(t,3) - ido = 0 (1.1.12)
Q oN
fiir jedes Kontrollvolumen (2.
Die Formulierung (1.1.11) gilt auch fiir unstetige Felder.

Sind ¥ und die Ableitungen von F' und ¢ stetig, so folgt aus der Bilanzgleichung die
Differentialgleichung

—(t,%) + diV(z)(Fﬁ) = U(t,X). (1.1.13)

Anwendungen in der Stromungsmechanik:

1.1.3 Massenerhaltung:
F(t,@) = p sei die Massendichte und ¥ = 0 (Quellenfreiheit): Dann lautet die Massener-
haltung:

d

7 oldyr A+~ Ndy,] =0 (1.1.14)
Q)
also in konservativer Form:
/ 22 Vi ( 6)}an =0 bzw. (1.1.15)
Q
do .
adV + [ oU-iido =0 (1.1.16)
Q o0

und als differentielle Massenerhaltung nach(1.1.13) in Form der Kontinuitétsgleichung

o _,
o —I—d1V( y(07) =0 (1.1.17)

unter Voraussetzung der Stetigkeit der abgeleiteten Funktionen in (1.1.17).

1.1.4 Impulssatz: K seien die Massenkréfte, und p sei der Druck. Dann ist oK die
Impulsquelldichte, die durch K; erzeug wird. Somit lautet die Impulsbilanz:

d

o7 ovjldyr A -+ A dyy) = / oK[dyr A -+ AN dyp] — / pn;do . (1.1.18)

Q(t) Qt) o0(t)

Die Impulsgleichung in konservativer Form hat dann die Gestalt

0 . o Op B
!{875(90]) oK; + le(x)(QU]U) + %j}dvn =0 (1.1.19)
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bzw.

o -
/ (a(@vj) - QKj> + /(ijv it + pnj)do =0 (1.1.20)
Q o0

fiir jede Kontrollkonfiguration Q2 und j =1,... n.
In differentieller Form lautet die Impulsgleichung in Komponenten:

0 . . op .. .
&(ij) + div(y) (ovv) = oK — 871) firj=1,...,n. (1.1.21)
j

Diese Gleichungen heiflen auch Eulersche Gleichungen.

Sind sowohl Massenerhaltung (1.1.17) als auch Impulserhaltung (1.1.21) in differentieller
Form erfiillt, kann man die Impulsgleichungen vereinfachen zu:

oy Lo

8—75] + (gradv;) - ¥ = K; — o 1, firj=12,...,n. (1.1.22)
Fiir n = 1 ist dies die Burgers—Gleichung:
1
ntv-v,=K——-p,. (1.1.23)
4

1.1.5 Enmergiebilanz: Die kinetische Energiedichte pro Volumeneinheit ist gegeben durch
% 0% und die innere Energiedichte als ep, wobei e in der Stromungsmechanik eine bekannte
Funktion der Temperatur © ist. Am Rand 92 wird gegen den Druck p pro Fldcheneiheit und
pro Zeiteinheit die Arbeit pv-7 und in 2 pro Volumeneinheit durch das Kraftfeld K die Arbeit
QI? - U pro Zeiteinheit geleistet. Mit der Warmeleitzahl A ergibt sich pro Fldcheneinheit von
0 der Wiarmefluss \pVO - 7i. Damit lautet die Energiebilanz

d _,
7 ole+ %02}[dy1 A= A yn)

Q(t)
= —/pﬁ‘ﬁda—i— / oK - 5dV,, (%)) +/)\Qﬁ- V,0do. (1.1.24)
o0 )t) o9
Daraus folgt die Energiegleichung in konservativer Form:

0 s . 9N
/ {a(ge + 100%) + div(,) ((0e + 105°)0)
Q

+ divy) (pi — Aograd ,)©) — oK - 17}an =0 (1.1.25)

oder nach Anwendung des Gaufischen Satzes:

0 _, = _, -
/{E(Qe +300°) — oK - U}an + / {(0e + 10t?) + p}¥ - fido
Q 0

= /)\Q(ﬁ - V()©)do fiir jedes Kontrollvolumen Q . (1.1.26)
o0N
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Unter Voraussetzung der Stetigkeit des Integranden in (1.1.25) gilt also die Energie—
Bilanzgleichung in differenzieller Form:

(0e + %QUQ)t + diV(x){(ge + %9172)17} + diV(x){pff— /\QV(x)@} = QI? . (1.1.27)

Aufler in der Strémungsmechanik finden Erhaltungsgleichungen vielerorts Anwendungen.
Wir wollen zwei Beispiele herausgreifen.

1.1.6 Die Erhaltungsgleichung fiir den Verkehrsfluf3 in einer Einbahnstrafle: ([128]
S.17) Wir betrachten eine Einbahnstrafle mit einer Spur ohne Zu— oder Abfahrten, eine Si-
tuation, die z.B. bei ldngeren Tunneln vorliegt. Hier seien p die Autozahl/km, v die mittlere
lokale Geschwindigkeit in km/h und ¢ = pv der Flu/h.

Aus experimentellen Messungen hat man das folgende empirische Fluigesetz aufgestellt:

142 142
qg=Q(p) =1lplog— , v(p) =11 log — . (1.1.28)
p p

Die Erhaltungsgleichung lautet hier

dp 0

o 3 (p)=0 . (1.1.29)

Wenn man Voraussagen iiber die Verkehrsentwicklung machen will, ben6tigt man einen An-
fangszustand, etwa zur Zeit ¢t = 0, der durch eine Anfangsdichte beschrieben wird,

p(x,0) = po(z) . (1.1.30)

11°r*log(142/r) —

100 |

T B
Bild 1: Empirisches Flufigesetz
Die Losung der Differentialgleichung (1.1.29) mit der Anfangsbedingung (1.1.30) wird uns
die Verkehrsentwicklung beschreiben.

1.1.7 Eindimensionale Sedimentationsvorginge: Bei der Kupfergewinnung wird gra-
nuliertes Kupfererz ausgewaschen und dabei das Gesteins—Fliissigkeitsgemisch in groflen Se-
dimentationsbottichen wieder voneinander getrennt, um das Wasser zuriickzugewinnen. Fiir
die Dimensionierung und einen effizienten und gesteuerten Betrieb dieser Bottiche ist eine
genaue Kenntnis des Sedimentationsvorganges erforderlich.

Hier bezeichnet = die Ortskoordinate. Sie beschreibt die Héhe, in der die Konzentration
u(x,t) des volumetrischen Feststoffanteils auftritt, und ¢ ist wieder die Zeit.
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ho

e

Bild 2: Sedimentationsbottich

Mit f(u) bezeichnen wir das sogenannte Fluf3gesetz , das als konstitutive Gleichung aus
experimentellen Messungen bereitgestellt werden mufl. Dann lautet die Kontinuitétsgleichung

0
up + %f(u) =0 . (1.1.31)
Ein den Realitdten hiufig hinreichend entsprechendes einfaches Flufigesetz ist z.B.

fu) = w-(1—u)®

mit einer gegebenen Material-Konstanten a > 1 .

T
U(1-u)**3.56 ——

fu) e

Bild 3: Fluflgesetz in der Sedimentation mit o = 3.5

L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Hier kennt man neben der Anfangsdichte ug(z) noch die Dichte F'(t) am Boden, wo sich
die Partikel abgesetzt haben, d.h.

u(z,0) = wo(x) fir 0 <z <hg,
(1.1.32)
u(0,t) = F(t), ulhot)=0 fiir t>0.
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(Siehe dazu [20, 22, 23, 24, 26, 27, 33, 84, 85] .)

Weitere Probleme aus den Anwendungen, die auf die einfache Erhaltungsgleichung (1.1.31)
fithren, sind Flutwellen in Fliissen, chemische Austauschprozesse, das Wachstum von Glet-
schern, die Erosion im Gebirge (siehe [128] ) und schliefllich die vereinfachte Form der Boltz-
mannschen Transportgleichung (siehe
6, 28] , [62] Kap. 22). Auch die Ausbreitung von Wellen fiihrt auf Gleichungen der Ge-
stalt (1.1.31).

Aufgabe 1: Man formuliere und beweise das Reynoldssche Transport—Theorem fiir eine
Raumdimension.

1.2 Die Ausbreitung von Wellen

Wellenvorgénge sind uns wohlbekannt aus der Akustik, dem Verhalten elastischer Materialien
und aus elektromagnetischen Vorgéngen. Ungedampfte Wellenvorgéinge in eindimensionalen
Medien werden durch die Wellengleichung

U — cgum =0 (1.2.1)

beschrieben, wobei ¢y die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle ist.
Fiithren wir die sogenannten charakteristischen Koordinaten

a=1x—cot und § = x + cot (1.2.2)
und zugehorige Richtungsableitungen ein, so transformiert sich (1.2.1) in
Uag = 0,
woraus man sofort die Gestalt der allgemeinen Lésung als
u(z,t) = g(x — cot) + h(z + cot) (1.2.3)

mit beliebigen Funktionen g und h ablesen kann. Wenn g¢,h zweimal stetig differenzierbar
vorausgesetzt werden, dann erhalten wir eine klassische Losung von (1.2.1). Fiir allgemeinere
g und h ergeben sich sogenannte verallgemeinerte Losungen.

Fiir das Anfangswertproblem

u(x,0) = ®g(z) , ug(x,0) = &1 () (1.2.4)

ergibt sich aus (1.2.3) die D’Alembertsche Losungsformel ,

x+cot
1 1
u(x,t) = §(<I>0(ac —cot) + Po(z + cot)) + e / Dy (s)ds . (1.2.5)
x—cot

Fiir die Losung (1.2.3) lesen wir ab, daf sie sich aus einer nach rechts mit der Geschwindigkeit
co laufenden Welle g(xz—cot) sowie einer nach links mit der gleichen Geschwindigkeit laufenden
Welle h(z + cot) zusammensetzt. Ist h = 0, so ist die nach rechts laufende Welle durch das
Anfangsprofil g(x) = u(z,0) vollstindig bestimmt.
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u

Bild 4: Nach rechts laufende Welle

Die nach rechts laufende Welle g erfiillt die Differentialgleichung erster Ordnung

0 0
(E + CO%> g(x —cot) = —cog’ +cog’ =0 , (1.2.6)

also mit u = g(x — ¢ot) auch die Wellengleichung

LN (0 ON(2, N,
o2~ 092 )" T ot oz )\ T8 ) T Y

Wir nennen deshalb die folgende Differentialgleichung erster Ordnung die

vereinfachte Wellengleichung:

u + c(u)u, = 0 . (1.2.7)
Zusatzlich stellen wir eine

Anfangsbedingung:

u(z,0) = g(x).

Man beachte, dafi die vereinfachte Wellengleichung (1.2.7) die gleiche Gestalt wie die Trans-
portgleichung (1.1.31) hat.

AuBer in den o.g. Anwendungen ergibt sich eine dhnliche Gleichung beim Ubergang von
der Wellen— zur Strahlenoptik auch als Hamilton-Jacobische Differentialgleichung fiir das
sogenannte Eikonal u, man nennt sie auch

Eikonalgleichung;:

ut + L(ug,z,t) = 0.
Hierbei ist L die gegebene Lagrange-Funktion (siehe z.B. [57] und [93] ).

Aufgabe 2: Man zeige, daf8 fiir &y € C? , ®; € C' durch (1.2.5) die Gesamtheit aller
Losungen von (1.2.1), (1.2.4) gegeben wird. Wie kénnten Anfangswertproblem und Lésung
fiir nur stetige Vorgaben ®¢,®; sinnvoll verallgemeinert werden?

Aufgabe 3: Man 16se das Anfangs—Randwertproblem
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utt—cgum =0 fir 0<x <! und t >0,
u(0,t) =0,
u(z,0) =®(z), u(z,0) = ¥(z) fir 0<z<I

mit Hilfe der D’ Alembertschen Losungsformel (1.2.5), indem man ® und ¥ durch Spiegelungen
zu geeigneten Funktionen ®¢,®; nach ganz IR fortsetzt (siehe auch [118] S.67 ff.).

1.3 Das Charakteristikenverfahren

Alle obigen Differentialgleichungen sind mit ¢ = y von der Form
a(z,y,u)u, + b(z,y,u)uy = c(z,y,u) . (1.3.1)

Gleichungen von dieser Gestalt nennt man quasilineare Differentialgleichungen erster
Ordnung.

Wir setzen in diesem Kapitel a,b,c € C1(G) voraus, wobei G C IR? ein geeignetes Gebiet
sei. Wenn von einer Losung u von (1.3.1) die Rede ist, so wird stillschweigend angenommen,
daB es sich um eine C'Funktion auf einem Gebiet im IR? handelt, deren Graph in G liegt.
Die linke Seite von (1.3.1) konnen wir als eine Richtungsableitung von « in der durch (a,b)
gegebenen Richtung auffassen. Fiir eine vorgelegte Losung von (1.3.1) sei C: {z(s),y(s)} eine
Losungskurve des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen

T —alwyuzy), L =bryuy). (132)
Dann gilt auf Grund der Kettenregel
d
E(ub) = auy; +buy = c. (1.3.3)

Wir halten fest: Jede Losung u von (1.3.1) erfiillt lings der durch (1.3.2) gegebenen Kurve
die gewohnliche Differentialgleichung (1.3.3).

Umgekehrt werden wir weiter unten sehen, daf sich lokal jede Losung von (1.3.1) aus den
Charakteristiken, die wir als die Losungskurven
C : {z(s),y(s),u(s)} der charakteristischen Differentialgleichungen

o~ aleg), = ba), G = o) (13.4)

definieren, aufbauen 148t.
Fiir a,b,c € C! ist die Charakteristik durch den Anfangspunkt (x9,y0,20) eindeutig. Nun
wéihlen wir den Anfangspunkt in Abhéngigkeit eines Parameters,

z(0) = 2o(7) , ¥(0) = yo(7) , w(0) = uo(7) = ¢o(7) , T € [0, 17,

d.h. auf einer Anfangskurve = = x((7) , y = yo(7) mit der Anfangsbedingung

u(zo(7), yo(7)) = uo(T) = o(7) . (1.3.5)
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K
Bild 5: Charakteristikenschar durch eine Anfangskurve

Verschieben wir nun den Anfangspunkt der Charakteristik C entlang der Anfangskurve
K, so entsteht eine Fléiche, von der wir zeigen werden, daf} sie eine Losung der Differential-
gleichung definiert. Diese Konstruktion ist nicht mehr moglich, wenn die Anfangskurve die
gleiche Richtung wie die durch sie gelegte Charakteristik hat, wir miissen also Beziehungen

der Gestalt
_da?o_)\a . dyo
=0 Y=o =

it A € IR ausschlieBen. Wir fassen diese heuristischen Uberlegungen zusammen in dem folgen-
den Satz, den wir weiter unten beweisen werden:

T Ab

1.3.1 Satz: K : {zo(7),y0(7),uo(7)} sei fiir T € [0,T] eine regulidre C*~Kurve in G mit

a b

. . 0 fiir alle € 0,1]. 1.3.6
A refoT (136)

c

Dann hat das Cauchy—Problem (1.3.1), (1.3.5) in einer geeigneten Umgebung von K genau
eine stetig differenzierbare Losung u.

Bemerkung: Man beachte, daf3 dieser Satz die Existenz der Loésung nur in einem even-
tuell sehr schmalen Streifen um die Anfangskurve KC liefert; man sagt, dies ist die Existenz
im Kleinen. Ihre Konstruktion mit Hilfe der Charakteristiken erfordert deren Parameter—
abhéngige Berechnung.

Beweis: Bekanntlich ist die Losung der charakteristischen Differentialgleichungen (1.3.4) mit

(1.3.5) zur Losung der Volterraschen Integralgleichungen

S

X(s,r) = xo(T)+/a(X(a,T),Y(U,T),U(U,T))da,
Y(s,1) = yo(T)+/b(X(a,T),Y(U,T),U(J,T))da, (1.3.7)

U(s,7) = (]50(7')+/c(X(U,T),Y(U,T),U(U,T))da
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dquivalent, die genau eine Losung
[X(s,7),Y(5,7), Uls.7)} (1.3.8)

haben mit X (0,7) = zo(7), Y (0,7) = yo(7), U(0,7) = ¢o(7) fiir alle 7 € [0,7] und s € [—Sp,50],
wobei Sy > 0 eine geeignete Konstante ist. (1.3.8) ist dann auch die einzige Losung des cha-
rakteristischen Anfangswertproblems (1.3.1), (1.3.5). In Hinblick auf Bemerkung 1.3.1 ist
also die Eindeutigkeitsaussage klar. Wegen a,b,c € Cl ist X,Y,U € C'([-51,51] x [0,Tp])
unter Ausnutzung der glatten Abhéngigkeit von der Anfangsvorgabe, vgl. [120] S. 103. Dif-
ferenziert man (1.3.7) nach s und 7 oder zweimal nach s, so liest man ab, daf§ auch noch
Xor Yor,Usr, Xss,Yss,Uss dort stetig sind.
Wie wir weiter unten zeigen werden, bestimmen X, Y, U bereits die

Lésung in Parameterdarstellung:
u(X(s,7),Y (s,7)) = U(s,7) - (1.3.9)

Aus dieser wollen wir die Losung in den urspriinglichen Koordinaten z,y bestimmen.
Dazu l6sen wir die Gleichungen

x=X(s,1), y=Y(s,7) (1.3.10)

nach s und 7 auf. Das Ergebnis nennen wir

s = Szy)=S5(X(s,7),Y(s,7)), (13.11)
T = T(.%,y) = T(X(SaT)7Y(S¢7-)) -
und setzen (1.3.11) in (1.3.9) ein. Das liefert die Funktion
uw(z,y) =U(S(zy),T(z,y)), (1.3.12)

die sich als die gesuchte Losung erweisen wird. Fiir die Auflésung benotigen wir den Satz
iiber implizite Funktionen:

1.3.2 Satz iiber implizite Funktionen: [42]5.268
F(SvTv'T?y) = X(SvT) -z, G(S,T,.I,y) = Y(SvT) -y

seien stetig differenzierbare Funktionen in einer offenen Teilmenge A C R*. Im Punkt (50,70,20,Y0) €

A seien F' =0, G =0, und die Funktionaldeterminante ‘ %((i’f)) sei dort von Null verschie-

den.

Dann gibt es eine offene Umgebung Uy C IR? von (xg,y0) derart, daB fiir jede offene zu-
sammenhéingende in Uy enthaltene Umgebung U von (x¢,yo) eindeutig bestimmte stetige
Funktionen S(z,y), T(x,y) auf U existieren mit

S($0,y0) = 50, T(;UO’Z/O) = 70, (S(x,y),T(:L‘,y),x,y) €A

und
F(S(zy),T(zy)xy) =0, G(S(zy),T(zy)zy) =0
fiir jedes (x,y) € U. Ferner sind S und T in U stetig differenzierbar.
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Fortsetzung des Beweises von Satz 1.3.1: Auf K gilt bereits x = zo(7) = X(0,7),y =
yo(T) = Y (0,7), das heiBt, daB wir dort nach s = 0 und 7 = 2 ' (x) auflésen kénnen. Wegen

Xs Y,

alZo,Yo,U b(z »Y0,U B!
Xon (z0,y0,u0)  b(wo,y0,u0) (t) #0 fir 7€ [0,T0)

0,7) =
( T) xo Yo

nach Voraussetzung (1.3.6) koénnen wir also die Gleichungen (1.3.10) nach s und 7 lokal
auflésen, d.h. in einer Umgebung von K existieren C'-Funktionen S und T mit (1.3.11).

Wir zeigen nun, dafl u(z,y) aus (1.3.12) das Cauchy—Problem 16st. Die Anfangsbedingung
(1.3.5) ist offensichtlich erfiillt; auBlerdem gilt aufgrund der Kettenregel und der charakteri-
stischen Differentialgleichungen

augy +buy = X (UsSy + U Ty) + Ys(UsSy + U, Ty)
= Ug(Sp X5+ SyYs) + Ur (T Xs +T,Ys)

0 B
= Usp S(XY) +Ur o T(XY)

= c—s+U,—7=c,
S

Os 0
d.h. w 16st (1.3.1). 0

Der Beweis zeigt, dal die Losung des Cauchy—Problems durch das Losen des Systems (1.3.4)
mit den von 7 abhéngigen Anfangsbedingungen (1.3.5) in Parameterdarstellung gewonnen
werden kann. Diese explizite Darstellung der Funktionen S,7" in (1.3.11) ist i.a. allerdings
nicht zu erwarten.

Zur konstruktiven und numerischen Losung von (1.3.7) kénnen wir ibliche Verfahren fiir
Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen heranziehen: Klassisch ist die Picard—Lindel6f—
Iteration. Dazu ersetzen wir zunéchst zur Vereinfachung die Definitionsbereiche aller Funk-
tionen durch den ganzen Raum: Sei G ein regulires Gebiet zu (1.3.1) mit a,b,c € C*(G) und
sei B € G C IR? ein beliebiges Kompaktum und im folgenden immer fest: sei K C B, und sei
Y(2,y,u) eine Funktion mit 1) € C§°(G) und 5 =1."

Ersetzen wir iiberall in (1.3.1) a, b, ¢ durch @ = va, b = b, ¢ = 1bc, dann haben wir in B
die urspriingliche Differentialgleichung und ihre Lésungen. Mit den neuen Koeffizienten lautet
die Picard—Iteration

Xpyi1(s,7) = (1) + [ a(Xp(o,7),Yn(o,7),Up(o,7))do,

Yot1(s,7) = wol(7) E(Xn(U,T),Yn(O',T),Un(O',T))dO', (1.3.13)

Upnt1(s,7) = wo(7)+ [ c(Xn(o,7),Yn(o,7),Up(0,7))do

+
o\mc\mo\m

! Erlsuterung: ¢ kann man wie folgt konstruieren: Wir wiihlen zwei weitere kompakte Mengen Bi,B2 mit

Bi€G,BCBi, B2 &G, B CBs. Dann existiert zu 1o = 1 auf B; und 1o = 0 auf IR®*\ Bz nach dem Satz
von Tietze-Uryson [42] S.61 ff. eine stetige Fortsetzung 1o € C(IR®), die oBdA. 0 < 1 < 1 erfiillt. Nun
definiere man mit geeignetem geniigend kleinem ¢ > 0 die Mollifier-Funktion ¢ (z) := Jotbo(z) [50] p.12 .
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mit Xo(s,7) = zo(7), Yo(s,7) = yo(7) und Up(s,7) = uo(7). Jetzt sind abe e CY(IR?) be-
schréinkte Funktionen und erfiillen eine globale Lipschitzbedingung, ndmlich

ja(z,y.u) — a(€n.0)] + [blayu) — b(Enw)| + [E(z,y.u) — EEnw)|
<Ll =&+ ly—n|+|u—vl|}. (1.3.14)

Die Konstante o > L wird fest gewahlt, sei ¢ := é < 1. 8ei 7 € I =10,Tp] und |s| < S mit
beliebigem, fiir das Folgende festem S > 0. Fiir (1.3.13) benutzen wir den Vektorraum der
auf [—95,5] x I stetigen vektorwertigen Funktionen

= (CY([-5,8 x 1)) mit F=(X(s,7),Y(s,7),U(s,7)" € B
und versehen B mit der Bielecki-Norm, d.h. der gewichteten Maximum—Norm

[F[J - = e, {1X (s,7)e 1P 4 ¥ (s,7)e I [2 4 U (s,7)e 2} 2

(1.3.13) ist dann die sukzessive Approximation
F,11:=T(F,)
im Banach—-Raum B zur Fixpunktgleichung
F = T(F),

wobei der Operator T durch die rechte Seite von (1.3.13) erklart ist.
Wir zeigen nun, daf T in B Kontraktion ist. Mit F.G € B, F = (X,Y,U)", G =
(ZW V)T gilt

(T(F) = T(G))e |

S

< eols {\0/ a(X,Yy,U) (Z,W,V))da+yo/(5...\ + yo/(z

el ]/{]X(J,T) — Z(o7)| + ... e ololedlolgq|

IN

Is|

IF - G| Leo / 7 do

IN

1
< |IF - G| Lem Pl = ¢|F - G|
@
Demnach erfiillt T die Ungleichung
IT(F) - T(G)| < ¢q/|F-G| mit ¢<1 (1.3.15)

d.h. T ist Kontraktion in B. Wir kénnen also den Banachschen Fixpunktsatz verwenden,
siehe z.B. [42] §10, [122] . Dieser liefert:
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1.3.3 Lemma: F,,(s,7) konvergiert fiir jeden Startwert in B, d.h. in [—S,S] x I gleichméBig
gegen die einzige Losung der Fixpunkt— bzw. Integralgleichung

F=T(F).
Es gelten die Fehlerabschétzungen

n

|E — Fl| < ||y~ Foll - (a-priori)
und
1
|F, — F| <||F,, — T(Fn)Hl— (a—posteriori) .
- 9q
Die Losung F = (X (s,7),Y (s,7),U(s,7)) " erfiillt offensichtlich
0x ay ~ oU _
E = a(X(’S?T)’Y(S’T)vU(SaT))v g =b ) % =C,

und diese Ableitungen sind stetig.
Wie bereits oben gezeigt ergibt sich, dafl u(z,y) = U(S(x,y),T(z,y)) die Differentialglei-
chung
Ug @ + uyg =
erfullt. Fir (zy,u) € B, dh. in einer geeigneten Umgebung von K sind
Eza,gzb,E:c, und dort ist u Losung von (1.3.1). O

Im folgenden sollen noch einige geometrische Eigenschaften der Losungen dargestellt wer-
den.

1.3.4 Lemma: Sei u(x,y) eine stetig differenzierbare Losung von (1.3.1) im Gebiet B C TR?
mit (z,y,u(z,y)) € G C R3. Auf der Losungsfliiche gelte

a®(z,y,u(z,y)) + b (z,y,u(zy) # 0 . (1.3.16)
Dann liegt die Charakteristik C durch (z¢,yo,u(xo,y0)) ganz auf der Losungsfléche.

Beweis: Sei {z(s),y(s),U(s)} die Charakteristik C durch (xg,yo,up) . Dann betrachten wir
auf der Losung die Kurve

x=x(0),y=1y(0),z(c) = uw(@(o),y(o))

% = a(z(0),y(0)u(@(0),y(0))) % = b(#(0),§(0)u(@(0),5(0))) -

Dies ist mit regulédrer Parameterdarstellung moglich wegen

P24y =a’+0>#£0 .
Dann gilt auf der Losungsfléiche

dz ~ ~ — — ~

£ = u, ¥ +uy ¥ = a(Z,7,2)us + b(T,9,2)uy = c(T,9,2) .
Damit erfiillt die Kurve auf der Losungsfliche die charakteristischen Differentialgleichungen
(1.3.2) und (1.3.3). Diese haben durch (zo,y0,u0) genau eine Losung, da sie die Vorausset-
zungen des Satzes von Picard-Lindel6f erfiillen. Also mufl obige Kurve die Charakteristik sein,
wie behauptet wird.
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Losungsflache

Bild 6: Losungsfliche, Kurve (,7,Z) und Charakteristik C

Die in Bild 6 skizzierte Situation tritt also gar nicht ein, denn die Kurven {x(s),y(x),z(s)}
und {z(0)y(c),z(0)} fallen immer zusammen. O

Wegen (1.3.16) definieren wir:
Y= {(z,y,u) € R3 | a(z,y,u) = b(x,y,u) = 0} (1.3.17)

heifit singuliires Gebilde. Seien a,b,c € C'(G), G € IR?, dann nennen wir B = G\Y einen
regulidren Bereich.

1.3.5 Lemma:

(i) Im regulédren Bereich schneiden sich verschiedene Lésungsflichen nur lings Charakteri-
stiken.

(13) Beriihren sich zwei Losungen in einem Punkt des reguliren Bereiches, so beriihren sie
sich ldngs einer ganzen Charakteristik.

(747) Im regulédren Bereich kénnen sich Losungen nur ldngs Charakteristiken verzweigen.

Den Beweis dieses Lemmas iiberlassen wir dem Leser.

1.3.6 Beispiel: Man berechne die Losung des Cauchy—Problems

YUy + xuy = mit u(z,0) =z .

Loésung: Hier ist das singulidre Gebilde gegeben durch
¥ ={(0,0,u), d.h. x =y =0},

besteht also nur aus dem Nullpunkt in der z—y-Ebene bzw. der u—Achse im IR?. Die Charak-
teristiken und ihre Differentialgleichungen sind gegeben als:

X

L X =Y,V =X,U=X.
ds
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Differentiation liefert
X'"=Y'=X,dh X'-X=0,Y=X",U'=

Folglich lauten die Gleichungen der Charakteristikenschar:

S —S8
X = cie®+ce?,
S —S8
Y = cef—coe 7,
U = ce® —cpe®+c3.

Die Projektion der Charakteristikenschar erfiillt X 2 Y2 =4¢ico.
Die Anfangsbedingungen lauten in Parameterdarstellung;:

1'0(7') =T, yO(T) = 07 UO(T) =T.
Damit ergeben sich

X(O,T):Cl+6227', =y =T
Y(0,7)=c1 —c2=0, ===
UO7)=c1—ca+c3=7, c3=1,

und die Losung lautet in Parameterdarstellung:

X(s,7) =71coshs,Y(s,7) =7sinhs, U(s,7) = 7sinhs + 7.

Elimination von 7 und s (i.a. nur theoretisch méglich)

72 =22 211efertT—:|:\/ac2—y2—x\/l—?

und

cosh s = (\/1 — g—;>_1 ergibt s = arcosh {( 1-— z—§>_1} = S(zy) .

Damit erhalten wir die gewiinschte Losung,

!

a2

Bild 7: Projektion der Charakteristiken in die z—y—Ebene
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1.3.7 Das Charakteristikenverfahren als Ndherungsverfahren:
Zur numerischen Berechnung der Losung von (1.3.3), (1.3.4) kann man z.B. das Eulersche Po-
lygonzugverfahren verwenden. Dies liefert dann ein spezielles Charakteristikenverfahren:

Steigung der Ndherungscharakteristik: Ay : Az = b:a
Naherungswert fiir die Losung: u=ug+ As-c
Die Funktionen a, b, ¢ werden auf der Anfangskurve K abgegriffen.

\

Bild 8: Skizze zum Charakterisitikenverfahren

Wenn die Losung in den skizzierten Punkten (n&herungsweise) bestimmt ist, wéhlt man
diese Punkte als neue Anfangspunkte.

Aufgabe 4: Man beweise Lemma 1.3.3.
Aufgabe 5: Man bestimme die Lésung des Cauchy-Problems fiir die Transportgleichung

1

uy+u-um:y2 mit u(ly)=v2y .

Aufgabe 6: Man bestimme die Losungen von
(1 + x?)uy + guy —2? V1+u=0

mit den Anfangsbedingungen in Parameterdarstellung

a) zo=tan 7, Yyo=7+1, up=7-1,
b) 1'0:0, Yo =T, UO:—l.

Aufgabe 7: Fiir das nicht charakteristische Anfangswertproblem (1.3.1),

(1.3.4), (1.3.5) mit 7 € [0,1] schreibe man ein Programm zur Anwendung der sogenannten
Mittelpunktregel. Man wende es auf das in Aufgabe 6b) gestellte Problem fiir 7 € [0,1] an.
Anleitung: [56] Bd.1, S.159ff.: Fiir eine gewohnliche Differentialgleichung

v = f(s,u) lautet die Mittelpunktregel fiir s; 11 — s; = N - h mit gerader Zahl N € IN:
1.) Berechne zp, . ..,zky1 aus

20 = wuj,z1 =uj+ hf(s;u;) sowie
21 = zp—1+hf(sj+k-hz) fuir k=1,....N—-1.

2.) Setze



1.4 Lineare DGL 1. Ordnung in R" 21

1
up(sj4+1) = §[ZN + 2n—1 + hf(sjr1,2n)] -

Aufgabe 8:

a) Man entwerfe und schreibe ein Programm fiir das oben beschriebene Charakteristikenver-
fahren.

b) Man verbessere das Charakteristikenverfahren durch Verwendung von Runge-Kutta—Verfahren.

Aufgabe 9:
Fiir die Erhaltungsgleichung des Verkehrsproblems 1.1.5,

dp 0 142\
E—F%{llp logT} =0

und

10 fir <0 und x> 60,
p(x,0)=¢ x+10 fir 0 <ax<30,
—r+70 fir 30 <x<60

fithre man das Charakteristikenverfahren zur Bestimmung von p fiir
t=0.5,1.0,1.5, 2.4 graphisch durch.

1.4 Eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung in R"

Wie wir in diesem Abschnitt sehen werden, ist eine lineare homogene Differentialgleichung
~ 0P - n

Zaj(:c)T =0 mit ¥=(z1,...,2,) €R (1.4.1)

j=1 v

die Verallgemeinerung von (1.3.1) auf n Dimensionen. Die Charakteristiken X (s) zu (1.4.1)
sind jetzt als Losungen von

dz; dd
% =aj(zy,...,2p), fir j=1,...,n sowie I =0 (1.4.2)

definiert. Fiir die lineare homogene Differentialgleichung (1.4.1) kénnen wir folgern:

1. Die Projektionen der charakteristischen Kurven

C:{X1(s),..., Xn(s),®(s) = konstant } ¢ R""!
in den IR™, d.h. (X1(s),..., X,(s))" hingen nicht von der Losung ® ab.

2. @ ist entlang den Charakteristiken konstant.

Als Anfangsbedingungen konnen wir hier stellen
X1|S=0 = x10(T1y .-y Tn-1),

Lo : (1.4.3)

Xnjoeo = Tno(T15 -+ Tn-1) 5
(I)‘s = (I)Q(Tl,...,Tn_l) fiir 7 := (Tl,...,Tn_l) eT cR™!.
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Die rechten Seiten xig,...,rn0 der Anfangsbedingungen (1.4.3) definieren eine Anfangs—
Mannigfaltigkeit M,,_; C IR" und auf ihr die Anfangsbedingung ®|r, , = Do, wobei
T c R™! ein geeigneter kompakter Parameterbereich ist.

Wir miissen wieder ausschlielen, dafl M,,_1 charakteristische Richtungen enthélt, d.h. die

%
Tangentenvektoren %L/thfl fiir £ = 1,...,n—1 diirfen nicht in Richtung @ = (a1, .. .,a,) " |m,_,
T
fallen. Dies bedeutet
dz19 dz19 Lo
87’1 yoos ’8Tn_1 ,al(xo(r))
D(0,7) := : #0 firTeT. (1.4.4)
0 no 0 no I
FratEREEy an (Zo(7))
1.4.1 Satz: Die Koeffizienten a1, ...,a, seien in einem Bereich B C IR" einmal stetig dif-

ferenzierbar vorgegeben. Des weiteren seien vorgegeben die stetig differenzierbare Anfangs-

mannigfaltigkeit M1 C[OS und die Anfangsdaten ®y. Die Anfangsmannigfaltigkeit sei nicht
charakteristisch, d. h. es gelte (1.4.4).

Dann gibt es eine Umgebung U von M,,_1, in der genau eine Losung ® € C' des Cauchy-
schen Anfangswertproblems (1.4.1), (1.4.3) existiert.

Bild 9: Anfangsmannigfaltigkeit und Charakteristiken fiir n = 3

Beweis: Satz 1.4.1 beweist man wieder mit Hilfe des Picardschen Iterationsverfahrens, das
auch eine Konstruktion fiir die Losung liefert; ndmlich mittels der Funktionenfolge
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le-i—l(Slea L 77-?171)
S

= 5610(7—17 e 7Tn—l) + /al(Xlé(O-leu e 77—71—1)7 cee 7Xn€)d0-7

0

(1.4.5)
an-i—l (877_17 cee 77-n71)
S
= xpo(T1,.. ,Th-1) + /an(Xlg(J,Tl, e Tn=1)y -« s Xpe)do
0
£=0,1,....
Des weiteren gilt wegen (1.4.2)
2(5,7’1, cesTn—1) = Po(m1,. ., Th1) -

Das Integrationsverfahren konvergiert in [—=Sy,5] x 7 gleichmifiig gegen
X1(s,m1, - yTn)y -, Xn (8,71, ..., 7). Die Losung wird lokal durch den Diffeomorphismus & =

X (s,7) und die Funktion ®(s,7q, ... ,7_1) implizit gegeben. Auf der Anfangsmannigfaltigkeit
M1 gilt fiir die Funktionaldeterminante
A(Xy,...,.Xp)
(8,715 Tn—1) | |520

= D(0,7) #0.

Wieder kann man nach dem Satz iiber implizite Funktionen in einer Umgebung von M, _;

die Verénderlichen x4, ...,x, als Unabhéingige wéhlen und die Gleichungen
1= X1(8,7T1, o\ Tn=1) y-ovy Tn = Xpn(S$T1, -+ s Tn-1) ,
nach
S = S(f) 71 = Tl(f) yeoey Tp—1 = Tnfl(f)

auflosen. Man erhélt hier die gesuchte Losung in der Gestalt

(7) := (S(),T1(2), ... Tn-1(Z)) = ©o(T1(D), ... . Tn-1(F)), (1.4.6)
denn es gilt
d o " 0%, 0T, — 0 (= OT; X,
a;(¥)— = a;(%)——— =
; J 8xj ;; J 87‘( 8x]~ ; 87’@ ( 8:1:] Os >
n—1 n—1

CSowo o Sowgon
N —~ om 85( (X(S’T)) - — oy Os

Zwischen einer quasilinearen Differentialgleichungen erster Ordnung im IR" !,

n—1
Zaj(f,u)uxj =c(Zu) mit &= (21,...2,_1) € R"! (1.4.7)
j=1
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und einer linearen Differentialgleichung (1.4.1) besteht ein enger Zusammenhang. Nehmen
wir an, daf§ man u(Z) aus der impliziten Gleichung

®(z1,...,xn—1,u) = k = konstant (1.4.8)

bestimmen kann. Dann gilt nach Differentiation von (1.4.8)

P,
Dy + Pyuy, =0, dh. uy, =— qfﬂ falls @, #0,

u

und (1.4.7) geht iiber in

n—1
> aj®y, +cd, =0, (1.4.9)
j=1

d.h. mit z,, = v in eine lineare Gleichung der Gestalt (1.4.1) fur ®. O

1.4.2 Beispiel: Bestimme die Lésung von
@, +yzPy + 220, =0 ,
mit der Anfangsbedingung
O(ly,z)=y+z

(a) mit der Basismethode; b) mit dem Charakteristikenverfahren.

Losung: Die charakteristischen Differentialgleichungen lauten hier

X _ o ¥ _y, Az

@t _ ==z
ds ’ ds ds

Die erste und die letzte Gleichung kénnen sofort integriert werden und liefern
X=ce®, Z=—(s—co) .

Durch Einsetzen von Z in die zweite Gleichung findet man

d -1
%(lolel) =Z=—(s—c) " = E(log

d.h.
Y =c3(s—cg)7t .

Die Anfangsbedingung kann in der Parameterdarstellung
zro=1Llyo=71,20 =12, Lo =11+ T2 =P

geschrieben werden. Mit den Charakteristiken ergeben sich

X (0,7
Y(r) = -2 = 7,

Z0,7) = L = Ty,

Cc2

)
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also
T1
61:17 Ca=—, C3 = —— .
T2 T2

Die Parameterdarstellung der Losung ist demnach
X=e"Y=n/1-128),Z=1/(1—72s) und ® =7 + 72 .

Die Gleichungen fiir x,y, und z kénnen nach s,7 und 7 aufgelést werden:

s = logz=:S(zy,z),
o = z/(14+s2z)=z/(1+zlogz) =: Ts(x,y,2),
= y/(l - T2S) = y/(l + ZlOg x) =: Tl(flf,y,Z) :

Einsetzen in @ liefert die gesuchte Losung

zZ+y
d =T +1T5=——-".
(xuy’z) 1 + 2 1 +Z10gx 0
Wie zuvor nennen wir auch hier
n
i={zeR" Y > =0} (1.4.10)
j=1

das singulire Gebilde. Im Beispiel 1.4.2 ist ¥ = {0}.

Bei linearen Differentialgleichungen kann man bekanntlich Losungen superponieren.
Deshalb versucht man auch hier, eine Basis fiir die allgemeine Losung zu finden, und wir
definieren: n — 1 Losungen der Differentialgleichung (1.4.1)

¢1(%),$2(2), . . . ,dn—1(Z)
heiflen im reguliren Gebiet B Basislosungen, wenn sie auflerdem die Bedingung

8((2517 oo 7¢n—1)

o1, tn) Rang (Vori,....Vén_1) =n—1 (1.4.11)

Rang

erfiillen.

1.4.3 Lemma: Sei ¢1,...,0,—1 eine Basis im reguldren Gebiet B C IR". Dann ist die
Lésungsgesamtheit von (1.4.1) gegeben durch

U (%) := x(1(Z), ... ,ppn—1(%)) (1.4.12)
mit beliebiger stetig differenzierbarer Funktion x = x(v1,...,Up—1).
Wenn némlich x gegeben ist, dann gilt
n n—1 n—1 n

g 0N O oy s 0 _
jz;ajaxj\l'(az)—zz%(x)avkaxj—ZM{Zag(ﬂf)&Ej}—O.

j=1 k=1 k=1 j=1
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Also ist jede Funktion der Gestalt (1.4.12) eine Losung der Differentialgleichung (1.4.1). In
Lemma 1.4.3 wird aber auch noch behauptet, dal im regulédren Bereich B jede Lésung von
(1.4.1) mit geeigneter Funktion x in der Form (1.4.13) dargestellt werden kann. Letzteres
erfordert einen gesonderten Beweis, den wir dem Leser zur Ubung iiberlassen.

1.4.4 Folgerung: Die Losungsgesamtheit der quasilinearen Differentialgleichung (1.4.7) ist
implizit gegeben durch

x(P1(z1, .. Tp_1,u), ..., 0n—1(x1,...,@p—1,u)) =k = konstant , (1.4.13)

wobei ¢1, ... ,¢n—1 Basislosungen zu (1.4.7) sind und (x1, . ..,rn—1,u) im reguliren Gebiet B
von (1.4.7) liegt.

1.4.5 Beispiel: Man bestimme die allgemeine Ldsung zu

YUy + TUy =T .

Losung: Dieser Gleichung ordnen wir die lineare Gleichung (1.4.9) zu:
Yoz + 20y + a0, =0 .
Die Gleichungen der Charakteristiken lauten
X=cie®+eme?,Y =ce’—ce®, 7 =cre’® —ce®+c3.
Entlang den Charakteristiken sind demnach die folgenden Funktionen konstant:
b1 = a? —y? =4decies P2 :=z—y=c3.

¢1 und ¢y sind Losungen der homogenen Differentialgleichung.
Die Funktionalmatrix

8(¢1,¢2)_<v¢1>_< 20, -2y 0)
o(ry,z) \ Vo2 ) o , -1 , 1

hat im reguldren Gebiet Rang 2, d.h. fiir (z,y) # (0,0). Die Funktionen ¢1,¢2 bilden also eine
Basis. Die allgemeine Losung u ist demnach implizit gegeben durch

2

x(@* —yPu—y) =k .

Anfangswertproblem: u(z,0) =z .
Wir 16sen die implizite Darstellung auf und erhalten

U—y:E(ZE2—y2),

also
u(z,0) =0 =Z(z?) ==,

und damit
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Daraus ergibt sich die Losung als der zur Anfangsbedingung passende Losungszweig, namlich

2
[\ Y
u(zy) =y Vet -yt =y+a[l-"5 . O

Aufgabe 10: Man bestimme die Losungen der Cauchyschen Anfangswertprobleme

mit
a) qb(:v,y,O) =
b) o(zy.1)

Aufgabe 11: Man bestimme Basislésungen zu
Ty + Yz, + 24, =0 .
Sodann 16se man das Anfangswertproblem
o(Ly,z) =y+2
mit Hilfe der Basislosungen.
Aufgabe 12: Man zeige, dafl die Kurven
D1(21, - sn) = k1, o1 (21, -+ Tn) = kp—1

mit Basislosungen ¢1, . ..,¢,—1 und Konstanten ki, ... ,k,—1 im reguldren Gebiet die Charak-
teristiken sind.

Aufgabe 13: Man beweise Lemma 1.4.3.

1.5 Charakteristikenverfahren fiir eine allgemeine Differentialgleichung 1.
Ordnung im IR?

Wir beginnen mit dem Fall n = 2 und einer Differentialgleichung der Gestalt

F(zyu(zy)ue(z.y)uy(zy) =0. (1.5.1)

Ein wichtiges Beispiel einer solchen Gleichung ist die Eikonalgleichung fiir die Phasenfunk-
tion u(x) bei Wellenausbreitung. Die Kurven u = konst. beschreiben die Wellenfronten der
Ausbreitung schwacher Storungen:

gradu - gradu — A%(Z) = 0. (1.5.2)

Im IR? wird hieraus
F=ul+ uz — A% (xy) =0. (1.5.3)

(In §1.6 werden wir einige Bemerkungen zur Motivation dieser Gleichung machen.)
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Wir versuchen wieder, fiir (1.5.1) geeignete gewohnliche Differentialgleichungen auf der
Losungsflache zu finden. Dazu nehmen wir zunéchst an, dafl eine zweimal stetig differenzier-
bare Losungsfunktion u(x,y) bekannt ist und definieren die Funktionen

p(ayy) = ug(zy) q(z,y) == uy(zy) - (1.5.4)
Dann miissen p und ¢ die Kompatibilitdtsbedingung
Uny =Py = Gz = Uya (1.5.5)

erfiillen. Weil (1.5.1) sehr allgemein aussieht, versuchen wir fiir die Definition von Richtungs-
ableitungen zu ,linearisieren*: Auf der Losungsfliche gelten

9 Op dq

8_1‘ [F(a:,y,u(a:,y),p(a:,y),q(x,y)] = Fx + Fup + Fp% + Fq% = 0
und
) dp dq
—~[F] = F,+Fuq+F, =~ +F,—=0,
oy [F] y T Fuq + Py + By 0

bzw. mit der Kompatibilitdtsbedingung (1.5.5),

Fope + Fygpy = —F, —pF,, (1.5.6)
Foge + Fyqy = —F,—qF,. (1.5.7)

Auf der linken Seite von (1.5.6) erkennen wir wieder Richtungsableitungen in Richtung
a= (Fp,Fy):

dx dy

“o_ F Y _ R

ds L ds 17

d d

T = —Fi-pP., T = —F,—dF,.

Dies sind 4 gewohnliche Differentialgleichungen, wihrend in (1.5.1), (1.5.4) die 5 Grofen
x,y,u,p,q vorkommen. Wir miissen deshalb noch (1.5.4) entlang der gewiinschten Kurve inte-

grieren, das bedeutet

du dx dy
—_— = Uy— = =pF, F, .
ds Y ds+uyds PEp+ 4t

Wir nennen deshalb die durch das charakteristische System zu (1.5.1) definierten Kurven
C: (X(s),Y(s),U(s),P(s),Q(s)) im IR® die Charakteristiken, wenn sie das folgende System
gewOhnlicher Differentialgleichungen 16sen:

dX dY

— = F,(X,)Y,U,P. — =F, (X, Y,UP

dS p( ) 7U7 7Q)7 dS q( 1) 7U7 7Q) )

dp dQ

= - _F — -~ —_F — 1.5.8
ds Fo = P, ds Fy = QFu, ( )
dau

— = PP+ QF,.
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Um als Projektion der Charakteristiken in die x—y—Ebene reguldre Kurven auszusondern,
definieren wir wieder das sogenannte singulidre Gebilde

3 = {(z.y,up,q) € R°|F, = F, =0}

und betrachten in Zukunft die Charakteristiken als Kurven in IR%\ 3.
Im 3-dimensionalen Raum konnen wir die 5—dimensionalen Charakteristiken auch als
sogenannte Mongesche Streifen deuten:

(p,g, — 1)

(Aot Ap + p1q)

Bild 10: Mongescher Streifen

Die Differentialgleichung (1.5.1) erzwingt, daf§ nur Vektoren der Gestalt

(A1, Ap + pq) die Tangentialebene der Losungsfliche in einem festen Punkt bilden kénnen.
Wir sagen, eine Charakteristik heifit Integralcharakteristik und der zugehorige Mon-

gesche Streifen heifit Integralstreifen, falls auf ihm die folgende Gleichung erfiillt wird:

F(X(5),Y (),U(5),P(s),Q(s)) = 0. (1.5.9)
1.5.1 Lemma: F' ist entlang Mongeschen Streifen C konstant.
Beweis: Mit (1.5.8) ergibt sich :

— [Fc] = FBX'+FY' +FU +F,P +FQ
= F,F,+ F,F,+ F,(PF, + QF,)

+Fp(_Fz_PFu)+Fq(_Fy_QFu)
- 0. O

1.5.2 Lemma: Sei u € C? Lésung von (1.5.1) und C sei ein Integralstreifen im reguliren Be-

reich. Beriihrt C die Lésungsfléiche in einem Punkt, d.h. (xo,yo,u0,p0,90) € C und F(zg,y0,u0,p0,q0) =

0 mit (0 = u(o,Y0), Po =
uz(20,Y0),90 = Uy(x0,0) dann liegt C ganz auf der Losungsfléche.

Der Beweis kann &dhnlich dem zu Lemma 1.3.4 erbracht werden. Wir iiberlassen ihn dem
Leser.
Definition: Die Gesamtheit aller Integralstreifen durch einen Punkt (z9,y0,u0) € IR® heifit
Integral-Konoid. Die Gesamtheit aller Mongeschen Streifen mit gleicher Konstanten k =
Fic heifit charakteristisches Konoid.
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1.5.3 Beispiel: Man bestimme Charakteristiken, charakteristisches und Integral-Konoid zu
qu§+u§flzp2+q271:0.
Losung: Die charakteristischen Differentialgleichungen lauten

X'=2P, Y =2Q, PP=0, Q =0,
U =2P>+2Q* =2(1+k).

Dieses System 143t sich sofort integrieren und liefert die Charakteristiken:
P=c3, Q=c4, X =2c35+c1, Y =245+ ¢, U=2(3+cD)s+c¢s5.
Das charakteristische Konoid durch den Punkt (xg,y0,uq) ergibt sich aus
F=k=ci+ci—1=k
als die einparametrige Schar

cg = V1+kcost=P,
cg = V14ksint=Q,

X = 2vV1+4+kcosT-s+xg,
Y = 2v1+4+ksint-s+yo,
U = 2(1+k)s+ug.

Also geniigt das charakteristische Konoid der Gleichung

(u—up)® = (z—20)>+ (y —y0)* .

Das Integral-Konoid ergibt sich aus dem charakteristischen mit & = 0 . In diesem Beispiel
stimmen charakteristisches Konoid und Integral-Konoid iiberein.

(%0,Y0,u0)

Bild 11: Integral-Konoid
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Die Differentialgleichung unseres Beispiels ist eine besonders einfache Eikonalgleichung, fiir
diese beschreibt das Integral-Konoid gerade den Lichtkegel.

Die Lemmata 1.5.1 und 1.5.2 motivieren wieder ein Charakteristikenverfahren fiir das
Cauchysche Anfangswertproblem. Dieses lautet: Man bestimme eine Ldsung der Differential-
gleichung (1.5.1), die Anfangsbedingung

u(o(7),y0(7)) = uo(7) (1.5.10)

erfiillt.
Zunéchst bestimmen wir alle Integralcharakteristiken durch die Anfangskurve mit

X|_o = z0(7), Y,_, = v0(7), U,_, = uo(7) .

Dazu brauchen wir offensichtlich nicht nur die Anfangskurve, sondern den gesamten An-
fangsstreifen S, auf welchem

duO . . dx() dyo
= Ug = — — 1.5.11
5 = Uado +uydo po(T) 7 + qo(7) Ir (1.5.11)
und
F(2o(7),y0(7),u0(7),p0(7),q0(7)) = 0 (1.5.12)

gelten. Damit wir eine echte Streifenschar bekommen, miissen wir fiir xo(7), yo(7) wieder
verlangen, dafl die Tangente an die Anfangskurve nicht charakteristisch wird, d.h. &g : 9o #
F, : F,. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kann man dann auch (1.5.11), (1.5.12)
lokal nach po(7),q0(7) auflosen.

1.5.4 Satz: Die Anfangskurve K : (zo(7),yo(7),u0(T)) sei zweimal stetig differenzierbare,
regulire Kurve fiir 7 € [0,7p] und F in (1.5.1) sei zweimal stetig differenzierbar.

Dann existiert im reguldren Bereich von F' zu jedem nichtcharakteristischen Anfangs-
streifen S (1.5.11), (1.5.12) mit

s 5 Iys
dao dyo #0 (1.5.13)
dr 7 dr

jeweils genau eine stetig differenzierbare Losung u(x,y), deren Parameterdarstellung durch
T = X(877—>a Y= Y(SvT)a U = U(S>T)7 p= P(SaT)a q= Q(SaT)

gegeben ist mit X,Y,U,P,Q € C'([~S0,5)] x [0,7p]) und X7, Xss, . .. ,Qsr,
Qss € C°([—S0,50] x [0,Tp]). Hierbei ist Sy > 0 eine geeignete Konstante, die nur von F' und
dem Anfangsstreifen abhéngt.

Beweis: Die Losung in Parameterdarstellung ist durch die Familie von Lésungen der cha-
rakteristischen Differentialgleichungen mit Anfangspunkten auf S definiert und kann aus dem
Volterraschen Integralgleichungssystem
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X(s,7) = wxo(r)+ | Fp(X(o,7),Y(0,7),...,Q(0,7))do ,

Y(s,7) = wo(r)+ [ Fo(X(o,7),Y(0,7),...,Q(0,7))do ,
U(s,r) = wuo(r)+ [ {(P(o,7)  Fp(...) +Q(o,7)Fy(...)}do ,
P(s,r) = po(r)— [ {F.(...)+ P(o,7)Fy(...)} do,

Q(s,t) = qo(r)— [ {F,(...)+ Qo 7)Fyu(...)}do (1.5.14)

o\m D\m o\m o\% o\m

entweder durch sukzessive Approximation oder auch durch numerische Integration z.B. nach
Runge-Kutta gewonnen werden.

In einer geeigneten Umgebung der Anfangskurve IC definiert jede dieser Losungen eine
reguldre Losungsmannigfaltigkeit Mo, die lokal durch z = u(x,y), d.h. eine Lésung von (1.5.1)
dargestellt werden kann, indem man mit Hilfe des Satzes {iber implizite Funktionen

x=X(s,7) , y=Y(s,7)

nach s,7 auflost,
s=S8(y) , T=T(zy)

und dann in U(s,T) einsetzt:

w(z,y) = U(S(z,9),T(zy)) -

Man beachte, daf§ es zu einer Anfangskurve K i.a. mehrere Anfangsstreifen S und auch meh-
rere Losungen geben kann.

Man kann den ersten Teil dieses Satzes wieder mit Hilfe des Verfahrens von Picard—
Lindel6f, ndmlich der sukzessiven Approximation fiir (1.5.14) beweisen.

Die Auflésung von 2z = X(s,7),y = Y(s,7) nach s und 7 ist méglich, weil auf dem
Anfangsstreifen nach (1.5.13) die Ungleichung

F,, Fy

_|o(xY)
N Zo, Yo

a(s,T)

|ls=0" ]S%O

vorausgesetzt wurde, und damit auch in einer geeigneten Umgebung von S erfiillt ist. Dann
mufl man noch zeigen, dal u(z,y) = U(S(z,y),T(x,y)) die Differentialgleichung und die An-
fangsbedingung erfiillt. Letztere folgt aus (1.5.14) mit s = 0. Fiir die Differentialgleichung
mufl man auflerdem auf der Losungsfliche

uz(X(s,7),Y(s,7)) = P(s,7) und uy(X(s,7),Y(s,7)) = Q(s,7)

nachweisen. Das bedeutet anschaulich, daf} sich die Integralstreifen nicht ,,verdrillen* diirfen.
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Bild 12: Verdrillte Streifen

Da die Details des Beweises von Satz 1.5.4 fiir n = 2 dieselben sind wie fiir n > 2, werden
sie gleich fiir diesen allgemeineren Fall im Beweis von Satz 1.6.1 vorgefiihrt und deshalb hier
fortgelassen. O

1.5.5 Beispiel: Lise zur Differentialgleichung
F:ui+u§flzo,

das Anfangswertproblem u(0,y) = 32.

Loésung: Zur Anfangsbedingung gibt es zwei Anfangsstreifen:
LU():O, Yo =T, U():7'2,
denn aus
Po+ @ =1, poio + qogio = tio = 27

folgen
qo =27 sowie po=+y\1—472.

Die Charakteristiken entnehmen wir dem Beispiel 1.5.3. Dann ergibt sich die Lésung zu den
obigen Anfangsstreifen in Parameterdarstellung;:

X = £2s5y/1—-472, P = +1-—472
Y = 7(1+4s), Q = 27
U = 2s+712.
Aus ihr 148t sich eine implizite Darstellung der Losungen gewinnen:
4s = 2(u — 12), = 74 27(u—1%),

= 0.

[N IRSE

1
7'377'(§+u)+
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Die Cardanische Formel liefert

Pt -2 - - e 20

Einsetzen liefert

2
=3 4u= (e 120 - 12 ()

2

Setzen wir s und 7 in die Darstellung von x~ ein, so erhalten wir die implizite Darstellung

beider Losungen:

3 3
9 sly 1 9 14 2u sy 1 9 14 2u
=u—| L4222 LN
S 4+4¢y < 3 ) T\t A\ 3
2

3 3

sly 1 1+ 2u sly 1 1+ 2u
1—a| L+ oy fy2—2 Y _~iy2—2 0
x 4+4¢y < 3 >’+ 11\ 3

Im folgenden wollen wir nochmals auf die geometrische Bedeutung der Charakteristi-
ken zuriickkommen. Die Tangentialebene

(=u+(—2)p+ M-y, (1.5.15)
an irgendeine Losungsfliche im Punkt (z,y,u) mufl die Gleichung

erfiillen, d.h. alle nur moglichen Lésungen durch (z,y,u) erlauben Tangentialebenen (1.5.15)
unter Beachtung von (1.5.16). Das ist eine einparametrige Schar, gegeben durch p(7), ¢(7):

Bild 13: Charakteristischer Kegel und mégliche Tangentialebenen mit

(—z)p(T)+(n—y)g(T)—((—w) =0,

F(z,y,u,p(1),q(T)) =0 .
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Die Ebenenschar hiillt einen Kegel ein, den man mit der Enveloppenbedingung

d . .
EF(w,y,u,p(T),Q(T)) =Fp+Fyq =0,
(1.5.17)

LlE—at v~ C—w=E—ap+(-y)i =0

beschreiben kann. Die Enveloppenbedingung (1.5.17) liefert zusammen mit (1.5.14) in jedem
reguldren Punkt die

Erzeugenden des charakteristischen Kegels:

é - = )‘Fp(xvyfuap(T)v(J(T)) )
n—y = My(zy,up(r),q(1)), (1.5.18)
C—u = XpFp+qFy)(2,y,u,p(7),q(1)) -

Im Falle einer quasilinearen Gleichung (1.3.1) mit
F=ap+bg—c,
wird aus (1.5.19)

6 —xr = A a(az,y,u) )
n—-y = A b(xvyau) >
C —u = A C(xayau)

mit geeignetem A € IR, das bedeutet, hier entartet der Kegel zur charakteristischen Richtung.
Alle nur moglichen Tangentialebenen an Losungen in (x,y,u) bilden hier das Ebenenbiindel
mit gemeinsamer Geraden in Richtung @ = (a,b,c).

=l

Bild 14: Ebenenbiindel durch die charakteristische Richtung

Aufgabe 14: Man beweise Lemma 1.5.2.

Aufgabe 15: Man berechne zur Differentialgleichung

F=xy—uz uy=xy—pg=0
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das Integral-Konoid durch (xg,y0,uo) in Parameterdarstellung.

Aufgabe 16: Man berechne die Losungen der Cauchyschen Anfangswertprobleme fiir xy —
Uz - uy = 0 und
a) u(ly) = y*,
b) u(zx) = V22,
Aufgabe 17: Man bestimme charakteristische Kegel und zugehérige erzeugende Geraden zu
a) F = apg+ys®—1=0,
b F = v*p—ay’q—uz=0 .
Aufgabe 18: Im Punkt (zg,y0,up) sei fiir alle moglichen Tangentialebenen pg(7),q0(7) mit

F(x0,Y0,u0,p0(7),q0(7)) = 0
die Bedingung
{Fy Fug — 2F4 Fp Fpq + Fy Fyp}(20,90,0,00(7),40(7)) # 0

erfiillt. Man zeige, dafl unter dieser Bedingung das Integral-Konoid in einer Umgebung des
Spitzenpunktes mit Ausnahme desselben eine Losungsfliche der Differentialgleichung F' = 0
definiert.

1.6 Die allgemeine Differentialgleichung
erster Ordnung im R"

Die Losung von

F(Zu,Vu) = F(Zu,p) =0, fir &€ R" mitp=gradu (1.6.1)

und F € C%(G) in einem geeigneten Gebiet G C IR" x IR x IR"™ = IR*"*! verliuft ganz analog
zum Fall n = 2 . Auf einer Losung u = u(Z) von (1.6.1) erhalten wir durch Differenzieren die
Gleichungen

0
Ba:,-

[F(Z,u(Z),pi(Z))] = Fy, + Fupi + ;pra% =0 fir i=1,....n. (1.6.2)

Auflerdem verlangen wir auf einer Lésung die Schwarzschen Vertauschungsregeln

op;  Pu  Du _ Opi (1.6.3)
81,‘7; B 8.1:]81‘@ N 81‘103}] N 8.%‘]" e

d.h. aus (1.6.2) wird

n

O
E Fp.ﬁ = —F,, —Fyp; fir i=1,...n.
=1 J@xj
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Somit lauten hier die charakteristischen Differentialgleichungen:

X, an
ds P ds

=L,

i

dU
—PiFu,E:Z;Pjij;izl,...,n. (1.6.4)
iz

Fiir F € C?(G) gibt es durch jeden Punkt in G € IR?*"*! genau eine Losung des Systems
gewohnlicher Differentialgleichungen (1.6.4) mit den Anfangsbedingungen

X;(0) = @i , P5(0) = pio , U(0) = uo - (1.6.5)

Die Projektion in den Teilraum Z € IR™ werden Kurven im reguléren Bereich, dem Komple-
ment des singulédren Gebildes

Y = {(ZFup) €G|F, =0 fir i=1,...n}. (1.6.6)

Die charakteristischen Kurven im IR?"*! kann man im IR™*! wieder als Mongesche Streifen
und die Integralcharakteristiken als Integralstreifen auffassen. Die Lemmata 1.5.1 und 1.5.2
behalten ihre volle Giiltigkeit.

Fiir das Cauchysche Anfangswertproblem sind nun Anfangsdaten auf einer (n — 1)—
dimensionalen Anfangsmannigfaltigkeit M,,_1 vorzugeben:

Mn_1:$i:(l}io(7'1,...,7'n_1) fir ¢=1,...,n mit

S\ i=1en (1.6.7)
Rang ((8%0)) =n—1.
oT; j=1,....,n—1

Die Anfangsbedingung lautet

w(Zo(T)) = up(7) fir 7= (r,...,7n-1) €T C R ! , (1.6.8)

wobei 7 ein geeigneter (n — 1)-dimensionaler Parameterbereich ist. Mit (1.6.7), (1.6.8) kann
man wieder einen Anfangsstreifen

S = {Z(7) ,uo(7) , Po(7)} € G

aus den impliziten Gleichungen

F(Zo(7),uo(7),po(7)) = 0 und
ijoaxjo = % g o 1,...m—1 (1.6.9)
j=1 aTk‘ aTk

ermitteln, wenn der Anfangsstreifen S auf M,,_1 nicht charakteristisch ist, d.h. fiir

6.%'10 8.%'10

or, 7 O’ P
D(0,7) := : : : #0. (1.6.10)
a.rno 8.%'n0
F,
67‘1 ’ ’ 8’7’”_17 bn ‘S



38 1 Eine Gleichung erster Ordnung

Entsprechend Satz 1.5.4 gilt hier:

1.6.1 Satz: Sei F € C*(G) , M,,—1 € C*(T). Dann existiert zu jedem nichtcharakteristischen
Anfangsstreifen S C G auf M,,_1 jeweils genau eine Lésung von (1.6.1), (1.6.8) in Parameter-
darstellung in einem geeigneten Bereich [—Sy,Sg] x T . Diese kann lokal durch z = u(z1, . . . ,xy)
dargestellt werden und ist lokale Lésung u € C* von (1.6.1).

Beweis: Die ersten Schritte des Beweises verlaufen vollig analog zum Beweis von Satz 1.5.4.
Aus dem Volterraschen Integralgleichungssystem fiir die Charakteristiken gewinnt man durch
die sukzessive Approximation

S

Xif—‘rl(sﬂ_!) = xlﬂ(?) + / sz‘ (X1€7 cee )Xn€7Uf7P1€7 cee ,Png((f,?))d(f )
o=0
S on
Us1(s,7) == uo(7) + / > PFy, (XpeUe,Pig, . . . ,Pag(0,7))do (1.6.11)
o=0 J=1
s
Piﬁ-‘rl(sﬂ_!) = plO(%’) - / {sz + PiﬂFu}(XkéaUZaplfa “e 7Pné(o-77?))d0- )
o=0
Uy = wug, Xijo:=zi0, Po:=pio,i=1,...,n; £=0,1,...

als Grenzwert der gleichméBig konvergenten Folge in (1.6.11). Die Grenzfunktionen sind ein-
mal stetig differenzierbar und haben dariiber hinaus die Differenzierbarkeitseigenschaften
Xisryr Usris Pisris Xiss, Uss, Piss € CP. Nach Konstruktion erfiillen sie die Differentialglei-
chungen
0X; op, o
a—sl: pwa—;:—in_BFu,E:ZPjpr (1.6.12)
j=1

Die n Gleichungen

8

= X(s,7) mit |s| <Sp und 7€ T c R"*
kann man lokal wegen D(0,7) # 0 nach Voraussetzung (1.6.10) nach s,7 auflosen,

s = Sxy,....xpn),
71 - Tl(x17"'7xn> Y (1 6 13)
Tp—1 = Tho1(x1,...,2p)

und dann in U einsetzen. Man erhélt die Losung in der gewiinschten Gestalt aus der Para-
meterdarstellung:

w(@) = U(S(Z),T1(), ... Tp1(2)).

Zu zeigen bleibt noch, dafl u die Differentialgleichung erfiillt. Das ist dquivalent zur Giiltigkeit
der Gleichungen

ou
8.2137;

Pi(S(2),T1(), ... Tar (D) = 2% fir i=1,....n , (1.6.14)
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denn nach Konstruktion ist

F(Zu(Z),P(S(Z),...,Th-1(%))) = F(Xi(s,7),U
U

= F(xio(T),uo(T),pio(T)

fir = X (s,7) und wegen Lemma 1.5.1 erfiillt. Letzteres gilt hier ganz genauso. Um (1.6.14)
zu zeigen, betrachten wir die Funktionen

Wi(s,7) = Uy —> PXj, fir k=1,...n—1,
=1 (1.6.15)
V(s ) = Us—> PXjs.

Dann gelten wegen (1.6.12)

Vi(s,) = Z(Pjij — PjFy;) = 0,
j=1
oW, o
k
Js = Uns — Z(PJSXJTk + PijTkS)

7j=1

n n

= Usrp = Y (PiXjo)n + (P Xjs — PjaXjn) (1.6.16)
j=1 j=1

und nach Einsetzen von (1.6.15)

n

oWy,
0s - VT’f + Z(Pkaij + Xka {FCCJ + P]Fu})
j=1
j:1 jil .0.
0
= a—%[F(Xl,’Xn’UrPl’7Pn):|_FuWk
= —FuWk fur k:l"‘.’n_l,

wobei F, = Fy(X1,...,X,,UP,...,P,) als Funktion von s und 7 bekannt ist. Wegen (1.6.9)
gilt

0z jo

W UOTk ZP]O aTk -

Da entlang den Charakteristiken W}y auch noch die lineare homogene Differentialgleichung
(1.6.17) erfiillt, erhalten wir

Wi(s,7) =Up, — > PXjr, =0.
7j=1
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Folglich gelten die Identitéiten

n n
ou oU
Xy = =Y PXy, fir k=1,..n-1,
/L::l axZ 1Tk 8Tk 121 7 1Tk
n n
ou oU
2:1 axl 18 88 Z:1 T 8

Die Koeflizientendeterminante dieses linearen Gleichungssystems fiir % ist gerade die Funk-

tionaldeterminante D(s,T), die dort nicht verschwindet, wo wir (1.6.13) zur Verfiigung haben.
Deshalb gelten lokal die Gleichungen (1.6.14), was zu zeigen war. O

Bemerkungen zur korrekten Stellung:
Nach Hadamard nennt man ein Differentialgleichungsproblem korrekt gestellt, falls die
folgenden drei Eigenschaften gezeigt werden konnen:

1. Existenz einer Losung,

2. Eindeutigkeit der Losung,

3. Stetige Abhéngigkeit der Losung von den gegebenen Daten.

Wie wir bereits gesehen haben, kénnen zu einer einzigen Anfangsbedingung (1.6.8) bei allge-
meiner Differentialgleichung (1.6.1) im allgemeinen mehrere Losungen existieren. Die Abbil-
dung {z19, .. .,Tno,up} — w von den Anfangsdaten auf die Losung ist i.a. also nicht eindeutig
definiert.

Wegen der moglichen Mehrdeutigkeit ist das allgemeine Anfangswertproblem zu (1.6.1) dem-
nach i.a. nicht korrekt gestellt. Jedoch gehort zu jedem Anfangsstreifen, der nicht charak-
teristisch ist, jeweils genau eine Losung. Man kann deshalb fragen, ob kleine Anderungen
der Anfangsstreifen auch nur kleine Anderungen der Losung bewirken, d.h. ob die Abbildung
von den Anfangsdaten {Z,uo,po} — u € C! stetig ist. Um dies zu prizisieren, versehen wir
fiir kompaktes 7 und vy > 0 den Funktionenraum

X = {S : {xl()a -« s Tn0,U05P10, - - - 7pn0} € CI(T) A |D(077?)| > v > 0}

mit der durch C! induzierten Metrik:

n n—1
d(S,S) = ;{ glea;_( ‘.%'Z'() — :L'iol + ;(I%a;_( ‘.%'Z'()Tk — xiO’rk
+o- max |Dior, — Piory|)} -
Des weiteren sei
Q, = { = X(s,7)| |s| < So,7€ T und X bijektiv }.

1.6.2 Satz: Fiir S € X existiert Sy > 0, so daf§ es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, und da#8 fiir
jedes S € X mit d(S,S) < 0 eine Losung u(¥) des Anfangswertproblems zum Anfangsstreifen
S existiert, die in €, erklirt ist und fiir die gilt
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| w—1 e une)= mr%c |u—u\—|—z max ux — Uy, | <€ .
=1

Beweis: Zum Anfangsstreifen S = {Zo(7),uo(7),po(7)} existiert nach Satz 1.6.1 genau eine
Losung u. Damit ist auch Q,, fiir geniigend kleines So > 0 definiert. Dann muf} fiir jedes Sex
mit d(S,S) < dp mit geeignetem §y > 0 auch w in €2, definiert sein. Um das zu sichern, setzen
wir S und S jeweils in einen etwas grofleren kompakten Definitionsbereich 7y O 7 fort und
betrachten alle Losungen zunéchst im grofileren Parameterbereich 7g. Wegen der Definition
von X und der Stetigkeit aller vorkommenden Funktionen bzw. ihrer Ableitungen ist dies nach
dem Satz von Tietze—Urysohn moglich. Die Losung zu S erfiillt das Integralgleichungssystem

U(s, ) = uo(T) + / ( Py (X1(0,7), ... .Pp(o,7)) | do,

Fy, + PiFy(X1(0,7),. Pn(af))}da :

ZszwaTk + FpiulUn, + ZszpePZTk> do ,
(=1 /=1

ke
=
.
)
a
|
8
S
]
.
\]
+
» O\Cn
YN

Ur, (8,7) = uor, (T) + / (Z PjijfEeXKTk + Pjij’uUTk
Z Fy, peP€7k>> do ,
Prlo) = pzwu_/(z{...} Ko {} 00
Ty u
0

n

DAL

/=1

und die Lésung zu S das entsprechende Gleichungssystem fiir X; mit Zio(T) ete.
Fiir die Differenzen bekommen wir also Abschétzungen der Gestalt
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| Xi(5,7) — Xi(5,7)] < |2i0(F) — Tio(F)]

+ / ’F (Xi(o,7), ) — Fpi(jzi(O',’?), ...)do,
0

|‘PiTk(877?) - ﬁim(sﬂf)’ < ’PZOTIC(F) - ]SZOTk(F”

o

{Z | Pz (X1(0,7), ... ) = Fawy(X1(0,7), . )| Xer, |
0

/=1

n
D P (X1(0,7), - ) Xer, — Xem | + - } do .
/=1

Fiir die Ableitungen nach s bekommen wir aulerdem

1 Xis — Xis| < |Fp,(Xi(8,7),...) — Fp,(Xi(5,7),...)]

und entsprechende Ungleichungen fiir |Us — U s| und |P;s — JSZS\ Fir |s| < Sp liefert dann die
Lipschitzbedingung fiir die Ableitungen von F' eine Abschitzung der Gestalt

n n
Z 1 Xi — Xo| + [Xir, — Xir [+ [Xis — Xis[ + - + Z | Pis — Pis|
=1 i=1

< C(U)'So{z | Xi=Xillov + 1T =T len + Y I B = B ||cl}

i=1 =1

+d(S,5)

1

in [—Sp,S0] X 7g. Wihlt man nun Sy klein genug, etwa Sy = %C(u)_ , 0 erhilt man

Z{HXi — Xiller + 1P = Biller } + |U = Ullen < C(u,50)d(S,S).
=1

Nun fehlt noch der Ubergang zu den Koordinaten #. Wir haben die i.a. verschiedenen Trans-
formationen

Nun gilt fiir die Jacobi-Matrix
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as )y [ o% '\
07\ 9(s7)

also schliefllich fiir geniigend kleines Sy > 0:

1S(@) ~ S@)| < M || X ~ X |lco< M (u,50)d(S.5)

—

und die entsprechende Abschitzung fiir |T'(&) — T(&)|. Also erhalten wir fiir die gesuchten
Losungen schliefllich

U(5(@).T(@) - TE@T@)]

< |UJIS(@) = S(@)| + U1 T( ) - (7))l
+|U(S(@).1(@) - U(S(@).T(@))
c(u)d(S.S) .

Fiir die ersten Ableitungen in der Jacobi—Matrix gehen wir ganz entsprechend vor, indem wir
die Kettenregel verwenden:

= ~ = - -1 - -1
o5 8D [ 0% .- 0% =
or  oF <W(S’T)> _<8(3,F)(S’T)>

= -1

- -1 =
00X ~=z= O0X ~=
*(mm) ~ A

|u(Z) —u(Z)]

IN

Also erhalten wir Abschéitzungen der Gestalt
S, = Sz, + |Tha, — Tiw,| < c(w)d(S.5) .

Damit bekommen wir auch fiir die ersten Ableitungen aus

n—1
U, — iz, = UsSa, + Y Up, T, — Uy S Z Ur, Th,
k=1
die Ungleichung
|u1'i - ﬂazl| < |(Us - US)SIi’ + |U3(S$i - sz)| +-- Z ’Uﬂ'k(Tkﬂci - Tkx1)|
k=1
< w)d(S.S)

und schliefllich N
| u—=1ullciq,)< c(u)d(S,S)

mit einer geeigneten neuen Konstanten c(u). O
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Aufgabe 19: Man bestimme die Losung von
ui + ug - zuz = u
mit
u(z,y,0) = 224>
mit Hilfe des Grenziibergangs ¢ — 0 als Grenzwert von u,. aus

ue(z,y,e) = 2 + 37 .

1.7 Singulidre Losung und vollsténdiges Integral

1.7.1 Singulidres Gebilde und singulédre Lésung

Fiir (1.6.1) hatten wir das singulidre Gebilde ¥ nach (1.6.6) durch {Z,u,p} mit

Fp, =0 fir j=1,...,n (1.7.1)
definiert. Falls auf ¥ noch zusétzlich
F, #0 und Det (Fp;p, )nxn 7 0 (1.7.2)

gelten, so kann man (1.7.1) und F' = 0 auflosen und erhélt v = w(Z), p; = p;(Z) fir j =
1,...,n, d.h. eine Mannigfaltigkeit M,, C 3.

Definition: M, heifit singuléire Lésung genau dann, wenn gilt:

Ugi |, = Piim, flr i=1,....n. (1.7.3)

Dies sind nochmals n Gleichungen. Die Gleichungen (1.7.1), (1.7.3) bedeuten fiir die singuldre
Losung also 2n+1 Bedingungen, d.h. das System ist im allgemeinen Fall stark iiberbestimmt.

1.7.1 Beispiel: Als Beispiel betrachten wir eine Clairautsche Differentialgleichung
z-pt+y-q+fpg) —u=0,
nédmlich die spezielle Gleichung
F=pr+qy+p’+¢ —u=0.
Aus
Fy=r+3¢=0,F,=y+3¢° =0

ergeben sich auf My die Beziehungen

und

T y T T Yy x
IS P LTI Y L G Sy AN
" {x 377373V 73 ( 3 3)}

u,p,q definieren aufler im Nullpunkt eine singuldre Mannigfaltigkeit Ms. Auflerdem gelten

2 rz 1 T T Y
e {3\/ 373V 3} A et VA T

auf Ms. Hier ist u also singulére Losung !
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1.7.2 Vollstindiges Integral

Definition: ¢(Z,ad) heifit vollstéindiges Integral, falls fiir alle (Z, @) € B in einem geeigneten
Gebiet B C IR?*" die Differentialgleichung

F(Z.0,Vap) = 0 (1.7.4)

do 0%
it = 1.7.
Rang (( Baj 7(90,]'81'8 >> 7, . " ( ! 5)

sowie die Bedingung

erfiillt werden.

1.7.2 Satz: Im regulidren Bereich ist jede Enveloppe vollstindiger Integrale eine Lisung.

Beweis: Zur Enveloppenbildung betrachten wir eine einparametrige Schar, d.h. die Parameter
d sind z.B. durch Beziehungen

—

a = 1(0)

fiir ein vorgegebenes Parameterintervall mit
o€ (009,01) CR

gebunden. Dann lautet die Enveloppenbedingung

TP ERON =3 =T =0 (1.7.6)

Lost man (1.7.6) nach 0 = o(Z) auf und setzt dies in das vollstédndige Integral ein, so erhélt

man die Enveloppenlésung .
u(Z) == p(Z,(a(7)) - (L.7.7)

Nachzupriifen ist, ob u die Diffferentialgleichung erfiillt. Dazu berechnen wir
9e O dipy
Yy, = 8:1:k (%ck Z 80,4 dO’ '
Die Summe verschwindet wegen der Enveloppenbedingung (1.7.6), und wir erhalten

ou Oy

dzy  Oxy

Folglich ist . -
F(Z,u,Vu) = F(Z,p(Z,)(0(7))), Voo (T3 (0 (1)) = 0

erfiillt, weil die Differentialgleichung (1.7.4) fiir ¢ fiir alle & und alle @ erfiillt ist. O
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1.7.3 Lemma: Der Beriihrstreifen zwischen vollstindigem Integral (bei festen aq,...,an)
und einer Enveloppe ist im regulidren Bereich Integralstreifen.

Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

1.7.4 Lemma: Jede Losung des nicht—charakteristischen Anfangswertproblems lafit sich
im regulédren Bereich als Enveloppe des vollstédndigen Integrals entlang des Anfangsstreifens
S gewinnen, falls dort die zusétzliche Bedingung

= d(ajis) d(ags) & d*(ajis)
a;a a; O 178
j%:%%@ i dr dr +j§=:1¢ i dr? 7 ( )

erfiillt ist.

Beweis: Wir fiihren den Beweis fiir n = 2; er 148t sich ohne Schwierigkeiten auf n > 2 iibert-
ragen. Gegeben sind eine Losung u(z,y) des Anfangswertproblems (1.5.1), (1.5.10) und ein
vollstandiges Integral ¢(x,y,a,b), das (1.7.5) mit n = 2 erfiillt. Wir verschaffen uns zunéchst
eine einparametrige Schar von Losungen durch den Anfangsstreifen. Dazu setzen wir voraus:

ISR Y (1.7.9)
Paz Pobx
e . . . Pa #b .
Waire diese Determinante und zugleich ‘ Null, so wiirde auch
PLay ‘Pby
‘ Paz  Phe verschwinden, was (1.7.5) widerspriche. Unter Voraussetzung (1.7.9) ist deshalb
Pay Pby

das System von Gleichungen

uo(7) = @(20(7) , Yo(7),a,0) , Po(T) = @z (0 (T) , yo(7),a,b) (1.7.10)

lokal auflésbar nach a = a(7), b = b(7). Diese Funktionen setzen wir in die Enveloppenbedin-
gung (1.7.6) ein und erhalten auf S die Gleichung

®(z,y,7) = pa(wy,a(r), b(r))a(r) + y(z.y,a(r), b(1))b(r) = 0. (1.7.11)
Diese Gleichung kann unter der Voraussetzung

dd . i ; - 7
E\ - {(paaClQ + 2Soabab2 + (Pbbe + Paa + (‘Dbbhs #0 (1712)
S

lokal nach 7 = 7(z,y) aufgelost werden. Damit erhilt man aufgrund Satz 1.7.2 eine Losung

’U(.’E,y) = @(w,y,a(T(:c,y)) ) b(T(IE,y)))

der Differentialgleichung (1.5.1). Auflerdem gilt wegen (1.7.10) mit (1.7.11)

i = poto + oo = Yo + Pyl + Pad + Prb = Poio + Pyl -
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Falls g9 # 0, folgt hieraus qo(7) = @y(xo(7),y0(7),a(r),b(7)). Ist g9 = 0, so erhdlt man
die gleiche Anfangsbedingung gy = ¢, aus den Gleichungen py = ¢, F(2,9,9,0z,0y) = 0
und F'(x0,y0,u0,p0,90) = 0. Demnach sind w(z,y) und v(z,y) zwei Losungen von (1.5.1) zum
gleichen Anfangsstreifen zo,y0,vs = u0,0z|s = po,vyls = qo. Folglich sind u(x,y) und v(z,y)
nach Satz 1.5.4 identisch. O

1.7.5 Beispiel: Fiir die Clairautsche Differentialgleichung
F=ap+yq+p°+¢ —u=0

ergibt sich als Losungsschar immer auch eine Schar von Ebenen:
o(x,y,a,b) = ax + by + a® + b

Diese Losungsschar ¢ erweist sich als vollsténdiges Integral, denn

<§0a7 Paz Soay> _ <x—|—3a2, 1, 0)
Pbs  Pbrs  Pby r+3by, 0, 1 )’

und der Rang dieser Matrix ist 2. ad

Aufgabe 20: Zur Differentialgleichung
F=pr+qy+p°+¢—u=0
bestimme man ein vollsténdiges Integral, die singuldren Losungen und alle Lésungen durch

72

u(z,0) = I

Aufgabe 21: Man beweise Lemma 1.7.3.

1.8 Bemerkungen zur Transport— und Eikonalgleichung

Sowohl die Eikonal- als auch die Transportgleichung kommen in vielen Anwendungen vor.
Wir wollen hier ihren formalen Zusammenhang zur Optik bzw. der Neutronentransportglei-
chung herstellen (s.a. [93] ).

1.8.1 Eikonalgleichung und Wellenoptik

Fiir zeitharmonische Schwingungen kénnen Wellenausbreitungen mit Hilfe des Produktansat-
zes auf die Helmholtzsche Differentialgleichung

(A + E*i2(2))v(2,k) =0 (1.8.1)
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reduziert werden, wobei A den Laplace-Operator A = V -V = 3" 6)8722,

k die Wellenzahl und c(z) = m die lokale Wellengeschwindigkeit bezeichnen. Fiir v(Z,k)
macht man den asymptotischen Ansatz fiir grole Wellenzahlen bzw. Frequenzen,

v(Z,k) = exp (iko (T Z Zy(% (1.8.2)

Das soll heiflen, daff man fiir jedes L € IN verlangt, daf3 fiir grofle k& eine Abschitzung der
Gestalt

Zexp ikd(2)) Z(2)(ik) "¢ < Cp(Z)k~E1 (1.8.3)

mit einer von k unabhéngigen Konstante Cp (%) gilt. Um (1.8.2) in (1.8.1) einzusetzen, bilden
wir

;v G, exp(ikd) Z ik) HlZg + exp(iko) Z ik) Zg%
to (=0 =0
und
0% . , N o1
5z = Orare exp(ih0) {1k Zo + > (k) Zey
@ =0
— k242, exp(ike) > (ik)'Z,
=0
— 2¢$a exp(ik(b) {Z]CZ()xa + Z(ik)fz(f—i—l)xa}
(=0

o0
+ exp(iko) Z (ik) ZZgzaza .
=0

Formales Einsetzen in (1.8.1) liefert die Gleichung

(e e}

exp(ike) {k2 (7( Z% Zz_g {4 ApikZo
a=1

+2ik Z Do Zor, + Z (k) (A0 Zes1 +2 Z beaZ(tsrye, +AZ0) } = 0.

Durch Koeffizientenvergleich nach Potenzen von k erhalten wir zunéchst fiir die Phasen-
funktion ¢ die Eikonalgleichung

Vo Vo —ii*(z) =0. (1.8.4)

Wenn eine Losung von (1.8.4) bekannt ist, verlangt man fiir die Evolution der Amplitude
die Transportgleichungen
Weé-VZo+ (A Zy = 0, (1.8.5)
Vo -VZy+ (AP)Zy = —AZp 4 fiur £=12,.... (1.8.6)
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Diese Gleichungen kann man unter geeigneten Anfangsbedingungen rekursiv 16sen. (1.8.3)
kann nur asymptotisch gefordert werden, denn Cy — oo fiir £ — oo ist erlaubt; zudem werden
in (1.8.6) immer hohere Ableitungen der vorhergehenden Entwicklungsfunktionen Zy,71, ...
erzwungen.

Die Rechtfertigung o.g. asymptotischer Entwicklung ist eine schwierige mathematische Auf-
gabe, die erst in allerjiingster Zeit zu Ergebnissen fiir L = 0 gefithrt hat. Siehe dazu etwa
(2, 6,9, 28, 57, 63, 93, 97, 114] .

1.8.2 Boltzmannsche Transportgleichung

Die Boltzmannsche Transportgleichung beschreibt u.a. chemische Reaktoren und Nuklear—
Reaktoren [105] .

Bezeichnet Fdrdw die Anzahl der Molekiile zur Zeit ¢ mit Mittelpunkten zwischen & und
7+ %df fir 7 € IR und eine Geschwindigkeit zwischen @ und @ + %dw, dann erfiillt die
sogenannte Maxwellsche Fundamentalfunktion F'(¢,%,7) die Boltzmann—Gleichung |6,

28, 62 ,

%—I; + - Vo F = J(FF) (1.8.7)

mit dem ,,StofSterm*“

J(FF) = / / K(& - (¥ — @),|v — )
Rs |&]=1
x {F (43,5 + 1@ F (4,3, + 1&) — F(t,,5)F (4,23} dwdw
—: Q(F,F)— FR(F).

Zur Losung der Transportgleichungen (1.8.7) benutzt man die beiden (formalen) Iterations-
verfahren:

Carleman—Iteration (1920):

OF, n+1
ot

T VyFpir + Foi1 R(Fy) = Q(Fo,F) ; (1.8.8)

Grad—Iteration (1962):

aFnJrl
ot

T VoFnp = J(Fo,F,)  fiir n=0,1,... . (1.8.9)

Beides  sind  lineare  Transportgleichungen  der  Gestalt  (1.4.9), die fiir
alle Geschwindigkeiten v gelost werden miissen. Dies bedeutet einen enormen Aufwand.

Uber den Zusammenhang mit (1.8.7), insbesondere fiir n — oo, gibt es bisher nur Ergebnisse
unter sehr starken Einschrinkungen; globale Aussagen sind bislang noch nicht bekannt.
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1.9 Unstetige Losungen und Stofle

(Siehe zu diesem Abschnitt auch [70, 116, 128, 129] .) In den vorangegangenen Kapiteln haben
wir gesehen, dafl die Losung des Cauchyschen Anfangswertproblems fiir eine Gleichung er-
ster Ordnung im Kleinen mit Hilfe des Charakteristiken—Verfahrens immer konstruiert werden
kann. In diesem Abschnitt werden wir sehen, daf} fiir eine glatte Losung die Beschrankung auf
eine kleine Umgebung der Anfangskurve bei nichtlinearen Problemen im allgemeinen notwen-
dig ist. In groferen Bereichen muf3 die Lésung bei vielen Problemen unstetig werden. Damit
erhebt sich sofort die Frage nach einer sinnvollen Erweiterung des Losungsbegriffes zu schwa-
chen Losungen. Bei einer Erhaltungsgleichung erlaubt die schwache Losung jedoch zu viele
Moglichkeiten von Unstetigkeiten, und im Gegensatz zur glatten lokalen Lésung kénnen nun
zu einem Anfangsstreifen beliebig viele unstetige schwache globale Losungen existieren. Man
muf} sich hier deshalb auf den physikalischen Ursprung der Transport— bzw. Erhaltungsglei-
chungen besinnen und mit der sogenannten Entropiebedingung fiir die schwachen Losungen
ein zusitzliches Auswahlprinzip einfithren, um die physikalisch sinnvolle unstetige Losung aus
der Vielfalt der schwachen Losungen auszusondern.

Wir beginnen zunéchst mit der Betrachtung schwacher Stérungen.

Definition: Eine Losung u(Z) von (1.5.1) heifit schwach unstetig oder C''-unstetig, falls
u(¥) stiickweise einmal stetig differenzierbar und stetig ist.

Denken wir uns die stetig differenzierbaren Teile der Losung jeweils zu stetig differenzierbaren
Losungen fortgesetzt, so kann man schwach unstetige Losungen als Uberschneidung glatter
Losung deuten (siehe Bild 15).

Bild 15: Schwach unstetige Losung

Mit Lemma 1.3.5 erhalten wir
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1.9.1 Lemma: Schwache Unstetigkeiten von Losungen einer quasilinearen Differentialglei-
chung erster Ordnung pflanzen sich entlang Charakteristiken fort.

Im Folgenden wollen wir eine Transportgleichung

ou .
N +div,[Q(u)] = H (1.9.1)

bzw. fiir H = 0 eine Erhaltungsgleichung (1.9.1) betrachten.
Fiir eine Raumdimension mit « € IR lautet die Erhaltungsgleichung

ou 0
o T Q) =0. (1.9.2)

Die gegebene Funktion (u) nennt man auch Flussfunktion. Die Charakteristiken zu (1.9.2)
sind durch die Losungen von

r / @ . ’r
Y =1,X' = 25(U) = c(U), U' =0 (1.9.3)

gegeben — wir setzen im folgenden y = t. Die Anfangsbedingung
u(x,0) = ug(x) = f(x) (1.9.4)
lautet in Parameterdarstellung
zo=T,y0=0,u0 = f(7),

und die zugehorige Losung in Parameterdarstellung lautet

X=1+s-c(f(r), Y=s, U= f(r). (1.9.5)
Solange also
50 or | _|etron o (1es 52T
p=| % 0 |_ du? dr) | 4o, (1.9.6)
oy oy
9s ' or L 0

d.h. )
s#-1/ (Gau)- o)

gilt, kénnen wir s und 7 lokal eliminieren,

§=Y, T= T(x7y)> u(x,y) = f(T(xvy)) : (1'9'7)

Da die Charakteristiken fiir die Transportgleichung (1.9.2) Geraden sind, 148t sich die Losung
auch graphisch leicht ermitteln.
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y=t
_ T — X
YT (f(@0))

0
Bild 16: Charakteristiken y = (z — z0)/c(f(20)) zur Transportgleichung

Fiir das Folgende setzen wir voraus, daf§ die FluBifunktion streng konvex ist, d.h.

20 de
—=—>0. 1.9.8
du? du > ( )

a) Monoton wachsende Anfangwerte mit g—{ > 0:
Interpretieren wir y als Zeitvariable und beschrdnken uns auf s = y > 0, so erfiillt die
Funktionaldeterminante D in (1.9.6) die Ungleichung

D= (1+ 3c;lf> 1.

Fiir jedes y > 0ist also x = 7+y-c(f(7)) eine streng monoton fallende Funktion von 7, die des-
halb global invertiert werden kann, d.h. T = T(x,y),
s = y existieren fiir alle y > 0. Die Losung

U(:L‘,y) = f(T(l‘,y)) )

eine Verdiinnungswelle, existiert global fiir y > 0. Mit Hilfe des graphischen Charakte-
ristikenverfahrens kéonnen wir uns leicht klarmachen, daf§ die Verdiinnungswelle nach rechts
wandert und immer flacher wird.
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t
to
3]
z
u
3] to
f(x)
x

Bild 17: Graphisches Charakteristikenverfahren fiir eine Verdiinnungswelle

Lassen wir den Anstieg von f immer steiler werden, bis f stiickweise konstant wird, so erhalten
wir als Grenzfall den sogenannten Verdiinnungsficher.
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t
to
1
T
u
t1 t2 — =
f(z)
X

Bild 18: Verdiinnungsféacher

Dieses Anfangswertproblem mit fo < f1 und

_Jfo firT <0,
f(r) = {fl fir 7 >0 (1.9.9)

nennt man auch das Riemann—Problem. Die Lésung des Riemann—Problems als Verdiinnungs-
welle ist entlang den entsprechenden charakteristischen Geraden durch den Nullpunkt der
x—y—Ebene konstant, sie kann deshalb als Ahnlichkeitslosung der Gestalt

X

w(zy) = v (§> = () (1.9.10)

mit £ = % fiir y > 0 angesetzt werden. Einsetzen in (1.9.2) liefert aus

1
—U/‘ %+Q/(U) ./U/.

fp—
Y Y

die Gleichung
Q'(v(€)) = c(v(§)) = ¢,

woraus sich mit der zu ¢ inversen Funktion c¢~! ergibt:

(&) =cH(E). (1.9.11)
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Damit erhalten wir die C'-unstetige Losung

fo fir x <y-c(fo),
u(xy) =gt (%) fir y-c(fo) <z <y-c(f1), (1.9.12)
fi fir y-c(f1) <=z

fir y > 0. Fiir x # 0 ist sie auch noch fiir y — 0+ stetig und erfiillt dort die gewiinschte
Angangsbedingung

fo firxz<O,

fl firx > 0.

u(z,0) = f(z) = {

b) Monoton fallende Anfangswerte mit % < 0:

vo= mig -1 /(G0 o)
= T/{<$é(<ﬁ)) . %WC;) >2} (1.9.13)

so wird zur sogenannten , Blow up“—Zeit y* die Auflosbarkeitsbedingung (1.9.6) das erste Mal
verletzt. Die nach rechts wandernde Welle ist eine Verdichtungswelle, und fiir y > y* stellen
wir bei Durchfiihren des graphischen Charakteristikenverfahrens Uberrollen fest.

Hier hiillt die Charakteristikenschar eine Kurve ein, und diese Enveloppe geniigt den
Gleichungen

—1 c(f(7))
Ye(T) = g~ Te(T) =T — .
SO E) () &)

Sie beginnt bei y*,2*,7*, wobei y* und 7* durch (1.9.13) gegeben sind, und ihre Tangentenrich-
tung e : Ye(7") im Anfangspunkt gibt die Geschwindigkeit eines dort entstehenden Stofles
wieder. Differentiation von (1.9.14) liefert

Te: Ye(TF) = (f (7)) .

Bei seiner Entstehung ist der Stofi schwach und fallt in die Charakteristik, welche die Enve-
loppe in (z*,y*) beriihrt.

Existiert das Minimum

(1.9.14)
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Zi Yz
e x

Bild 19: Uberrollen einer Verdichtungswelle

fo(x)

Wie wir am Beispiel der Verdichtungswelle sehen, wird u fiir y > y* als Funktion von z
und y mehrwertig und dies ist nicht mehr sinnvoll. Wir sind deshalb gezwungen, unstetige
Losungen zuzulassen.

Definition: wu heiit schwache L&sung des Cauchyschen Anfangswertproblems (1.9.1),
(1.9.4) in GN {t > 0} Cc R™™! genau dann, wenn v integrierbar ist und fiir jede Testfunktion
w € C§°(G) die Gleichung

/ / {uw; + (grad,w) - Q(u) + wH }dzdt + / f(@)w(Z,0)dzr =0 (1.9.15)

GAL>0 GAt=0

erfilllt ist. Dieser schwache (distributionelle) Losungsbegriff ist eine Verallgemeinerung des
iiblichen Losungsbegriffes, wie das folgende Lemma zeigt.

1.9.2 Lemma: u sei schwache Losung, d.h. erfiille (1.9.15), sei stetig und dariiberhinaus fiir
t > 0 stiickweise stetig differenzierbar. Dann ist u(Z,t) auch Losung des klassischen Anfangs-
wertproblems (1.9.1), (1.9.4).

Beweis: Da w € C{°(IR""!) und da u in (1.9.15) stetig differenzierbar ist, kénnen wir die
linke Seite partiell integrieren und erhalten mit dem Gauflschen Satz fiir jede solche Funktion
w:
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_//w(ut+vz-é(u(f)))dxdt+ / /dexdt

t20R" t20R" (1.9.16)

+ /{w(f,O)f(f) — w(Z,0)u(Z,0)}dx = 0.
Br

Wihlen wir insbesondere w € C§°(IR™ N {t > 0}), so ist w(#,0) = 0, und wir erhalten fiir
alle diese w:

/ / w{H —u; — V- Q(u(F))}dzdt =0,
t>0R™
also .
up+ Vg - Qu(Zt) = H

in allen Stetigkeitspunkten von (u¢,V,u). Mit dieser Differentialgleichung vereinfacht sich
(1.9.16) zu

/ w(#@0)(f(F) — u(F,0))dz = 0 (1.9.17)
]Rn
fiir jede Testfunktion w € C§°(IR™™!). Da die Differenz (f(%) — u(#,0)) stiickweise stetig
vorausgesetzt wird, folgt hieraus f(Z) = u(#,0) in allen Stetigkeitspunkten. O

In §1.1 haben wir die Formulierung der Erhaltungssétze in Integralform kennengelernt. Fiir
(1.9.1) lautet diese Formulierung:

%/u(f,t)d:n: H(Zt)dx (1.9.18)
G G

fiir jedes mitgefiihrte Kontrollvolumen G(t), wobei mit F' = w in (1.1.13) das Geschwindig-
keitsfeld als

7= %Q(u) fiir u#0 (1.9.19)

zu wéhlen ist. Auch die Formulierung (1.9.18) 148t unstetige Losungen u zu. Zudem wird
diese Formulierung oft direkt aus physikalischen Bilanzgleichungen gewonnen, die Differen-
tialgleichungen ergeben sich erst als Folgerungen. Damit stellt sich die Frage nach dem Zu-
sammenhang zwischen schwacher Formulierung (1.9.15) und Integralform (1.9.18) fiir eine
Transportgleichung. Dazu bendtigen wir eine spezielle Version des GauBschen Satzes im IR" 1.

Definition: Gy € IR™! mit stiickweise glattem Rand 0Gy heifit von auflen parallel—
approximierbar genau dann, wenn ein § > 0 und ,Parallelrinder® 0G, fiir 0 < A < §
existieren mit den Eigenschaften

a) Gs O Go mit glattem und stiickweise stetig differenzierbarem Rand 9Gs,

b) G5\ Go = U5_, G, und fiir alle X € (0,8] gilt

—

9G\ 37 =6 :=E&— (8 — NAA(€).
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—
n

Bild 20: Von auflen parallel-approximierbarer Bereich

Also ist 77 die gemeinsame duflere Normale zu jedem der Parallelrinder 0G,. Von aufien
parallel-approximierbare Bereiche sind z.B. Kugeln, Quader und konvexe Bereiche.

1.9.3 Satz: (Haarsches Lemma) [19, 81] : Seien F und H in G C R™ stiickweise stetig
und erfiillen

/(ﬁ -Vy+ H)wdy =0 fiir alle w e C5°(G). (1.9.20)
g
Dann gilt fiir jeden von auflen parallel-approximierbaren kompakten Bereich Gy C G:
lim F-NdO =: ?{ﬁ-ﬁdO = /de. (1.9.21)
89)\ 8g0 gO

Dabei sind N die duBere Normale und dO das Oberflichenelement von 9G,.

Beweis: Da in (1.9.20) F und H stiickweise stetig sind und C3°(9) dicht liegt in

1
H0) = {ve L@ lelmg = {Ielkag + / Vipl2dy}s < oo
g

A€ CE(9) : Nl — ellmng) — 0 fiir £ — oo},

ist (1.9.20) auch fiir alle w € Hg(G) erfiillt. Wir wihlen die spezielle Familie von Testfunktio-
nen wy € H(G):
A fiir ¥ € Gy,
wx(y) == A—p  fir yedg,,
0 fiir € R\ Gy

—

N

— Go

0G0 0G, 0Gx
Bild 21: Die spezielle Familie von Testfunktionen w (%)
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Dann lautet (1.9.20): Fiir jedes A € (0,9) gilt

d(N\) = /(ﬁ-vy + H)wydy
g
= )\/de+ / (F -V, + H)wdy (1.9.22)
Go G\Go
A A
= A/de+/(A—u)fHdOdu—/j{ﬁ-NdOdu = 0.
Go 0 9G, 0 9G,
Differenzieren liefert
A
dd Lo
a:/de+/ 7{ HdOdu — %F-NdOzO.
Go 0 9G, 0Gx
L&Bt man A gegen Null streben, so folgt die Behauptung (1.9.21). O

1.9.4 Satz (Umkehrung des Haarschen Lemmas): F und H seien stiickweise stetig
und (1.9.21) gelte fiir jede Kugel in G. Dann ist (1.9.20) erfiillt.

Der Beweis erfordert Hilfsmittel, die iiber unseren Rahmen hinausgehen, siehe [81] Hilfs-
satz 15.6.

1.9.5 Folgerungen: (1.9.20) gilt genau dann, wenn (1.9.21) fiir jeden stiickweise glatt
berandeten kompakten Gaufischen Normalbereich Gy C G gilt. In diesem Sinn sind (1.9.20)
und (1.9.21) dquivalent. Dafiir reicht sogar aus, da H und F sowie F - ]\7|590 auf 0Gy fiir
jeden der benutzten Bereiche Gy summierbar sind.

Beweis:

i) Wie oben gezeigt, folgt (1.9.21) aus (1.9.20) fiir jeden kanonischen Bereich Gy. Dann
liefert Zusammensetzen die Behauptung (1.9.21) fiir stiickweise glatt berandete Gaufische
Normalbereiche.

ii) Gilt (1.9.21) fiir alle Gauschen Normalbereiche Gy, so insbesondere fiir Kugeln; d.h.
(1.9.20) folgt aus Satz 1.9.4.

iii) Ist das Vektorfeld F e L1(G), also nur Lebesgue—integrierbar vorgegeben und F.
N 1960 € L1(0G0), so kann F durch eine in L; (G) konvergente Folge ﬁ(g) € C*°(G) approximiert
werden, d.h.

sowie
/ﬁ(@-ﬁdO — /ﬁ-ﬁdo fir ¢ — oo.
8go 8g0

Dann erhélt man mit der Wahl Hy) :=V,, - ﬁ(g) zu ﬁ([) die Beziehung (1.9.20) mit ﬁ(e) und
diesem H ), und Satz 1.9.3 liefert die Gleichung (1.9.21) mit ﬁ(g) und H ;). Wegen
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| [ Howds| = | [ Fo - wdy| < 1F IV wlo.
g g

konvergieren dann auch

/H(g)wdyH/dey und /H(g)dy%/de fir £ — oo,
g g Go Go

womit schlieBlich die Aquivalenz von (1.9.20) mit (1.9.21) fiir F und H aus derjenigen fiir

—

F(g),H(g) folgt. O

1.9.6 Satz: Die Substanzlinien Z(t) des Geschwindigkeitsfeldes ¥, definiert als Losungen von
I = vt

mégen das Gebiet G C IR™™! schlicht iiberdecken. G(t) sei ein beliebiges mitgefiihrtes Kon-
trollvolumen mit (G(t),t) C G. Dann sind die schwache Form

/‘b{wt + 7 Vywldedt = /dea:dt fir alle w € C§°(9) (1.9.23)
g g

und die integrale Form

d

7 O(x,t)dx = / H(z,t)dz fiir alle Kontrollvolumina G(t), (1.9.24)

G(#) G(t)

der Bilanzgleichung dquivalent fiir stiickweise stetige Funktionen H und ®.
Beweis: Zum Beweis wenden wir das Haarsche Lemma bzw. Folgerung 1.9.5 auf den von
auflen parallel-approximierbaren Bereich

Go = {(@t)|T€Gt) Aty <t <t} CG

an mit F := ®V sowie V = (#(Z,t),1) und § = (&,t). Dazu ermitteln wir zuniichst dGo und die
duferen Normalen, wobei beachtet werden muf, daf§ auf dem Randteil B = {(Zt) | Z € 0G(t)
fiir to <t < t1} C 0G das Feld V(Z,t) tangential ist.
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t
Vi = (0,1)
!
B . 1% N (=)
V1+ (@ 7)?
G(t)

8]

No = (0, - 1)
Bild 22: Bereich Gy bei mitgefiihrtem Kontrollvolumen G(t)

Die dufleren Normalen an 0Gy lauten mit der &ufleren rdumlichen Normalen 7(Z,t) an
OG(t) und N = (i1, — 7-71)/\/1+ (7- 1) auf dem Randteil B von 8G, sowie Ny = (0, — 1)
auf dem Boden G(tg) bzw. Deckel G(t1) von Go.

Die schwache Formulierung entspricht (1.9.20) und ist nach Folgerung 1.9.5 duivalent zu

(1.9.21):
?{ﬁ-]\?dO:/HdvnH,

9Go Go
wobei ¢ = (Z,t) € R"™ ist und dv, 11 das (n + 1)-dimensionale Lebesgue-Maf bezeichnet.
Wir schreiben linke und rechte Seite um:

j{ﬁ-ﬁdo = %@ ((7,1)-N)dO
9Go Go
= / o ((#,1)-(0, — 1))dz + / o ((#,1)-(0,1))dx
G(to) G(t1)
+/¢>((17,1)-(ﬁ,—17-ﬁ))d0

B

= / xtldaj—/
G(to)

tl)

/Hd’l}n+1 / / H(Zt)dxdt .

to G(t
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Wir erhalten fiir alle zuléssigen t; > o die Gleichung

/ (71 ) — / <I>(:E,t0)d:n27 / H (i) ddt

G(t1) G(to) to G(t)
Folglich liefert Differentation beider Seiten nach ¢; die integrale Form der Erhaltungsgleichung

A o )de = / H(Zt)dz .
dt;
G(t1)

G(tl)

Geht man umgekehrt von dieser aus, so liefert Integration beider Seiten nach t; > ty wie
oben die Gleichung (1.9.20) bzw. (1.9.23). Also sind schwache und integrale Formulierung
dquivalent. 0

Obwohl die schwache Formulierung (1.9.15) fiir u Unstetigkeiten verschiedenster Natur zuléft,
bilden viele physikalische Vorginge hiufig Unstetigkeiten spezieller Gestalt aus. Zu ihnen
gehoren die Stof3fronten.

1.9.7 Satz: u sei stiickweise stetig differenzierbare unstetige schwache Lésung von (1.9.15)
und besitze eine glatte orientierbare Unstetigkeitsfliche

—

ox.
¥ =X(m,...,Th—1;t) mit der Normalen i und mit der Geschwindigkeit ET eine sogenannte
StoBfront ¥. Dann gilt entlang der StoBfront die Stofibedingung von Rankine—Hugoniot [110,
67] :
) L= -
- E[UI —ug] =71 [Q(ur) — Q(uz)] auf X. (1.9.25)

Hierbei bezeichnen u; und uo die jeweiligen einseitigen Grenzwerte von u am Stof3 Y.

Beweis: Wir wéhlen die Formulierung (1.1.12) fiir einen mitgefiithrten Kontrollbereich G(t) =
G1(t)UGs(t), der aus zwei Teilbereichen auf den beiden Seiten von ¥ besteht (siehe Bild 23).

Bild 23: Testgebiet fiir die Rankine-Hugoniot-Bedingung
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Aus (1.1.2) folgt dann mit (1.1.12) und (1.1.19)

d
7 / udx——/udx—l——/uda:

G1(t)UG2(t) G1(t) Ga(t)

)
—/utdaH- / u1? - do + / ul%_t 7ido

Gy 8G1\2 0G1NY

)
—i—/utdx—i- / ug¥ - do' — / ugaa—t-ﬁdo

Gy BGQ\E 0G2NY

:/utdx+/é(u1)-d6— / (@(u1)-ﬁ—u1%§)' )dO

G1 0G1 8GN

+/utdx+/@(uQ)-d6+ / (Cj( 9) - u—ug?f- )do,

G2 0G2 0G1NY

31

St

_ / (ur + div,Q(u))dz

G1UG

- - %
+ / {Q(UQ) —Q(u1) — (ug — ul)a} -nfido .
0G1NY

Verwenden wir nun die integrale Bilanzgleichung (1.9.18), so ergibt sich

oy
ot }

/{H—ut—divxéj(u)}dx: /{cj(u?)—@(u) (s — ) 22} - fido.

G1UG> 0G1NY

Auflerhalb > erfiillt v nach Lemma 1.9.2 die Differentialgleichung, d.h. die linke Seite ver-
schwindet, und es gilt schliefflich

/ {[@wz) — Q)] - (w2 —u1>%f} ido =0,

3o

wobei Yo nun ein beliebiges Teilgebiet von 3 ist. Folglich mufl der Integrand verschwinden,
d.h. es muf} (1.9.25) gelten. 0

In einer Dimension gilt fiir den Sto © = ¥(¢), und die Normale 7 féllt in die einzige rdumliche
Richtung. Deshalb gilt hier

== (1.9.26)

1.9.8 Beispiel: (Siehe auch [89] .) Die Burgers—Gleichung, ein vereinfachtes Modell der
Navier—Stokes Gleichungen in einer Dimension lautet
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w2
up + <7> =y +uu, =0. (1.9.27)
X

Wir betrachten hierfiir das Riemann—Problem

-1 firz<0 wund
u(z,0) = up(z) = { 1 fire>o0. (1.9.28)

Mit (1.9.12) hatten wir bereits die Losung des Riemann-Problems mit Verdiinnungsficher
bestimmt. Wir versuchen jetzt, eine stiickweise konstante Losung mit drei Sté8en zu finden.

Bild 24: Losung der Burgers—Gleichung mit 3 St68en

Stof3 bei z = 0: Hier lautet die Rankine-Hugoniot—Bedingung

E—O—(a a)/2a,

und sie ist in der Umgebung der t—Achse erfiillt, wenn wir dort z.B. u = « fiir x > 0 und
u = —a fir z < 0 wéhlen.
Stof3 nach rechts: Mit der Rankine-Hugoniot—Bedingung

dx. a2 1 a+1
= (= == —1) =
7 = (5 2)/(a ) 5

ergibt sich die Stofigeschwindigkeit zu (o + 1)/2.

Stof3 nach links: Wie eben erhilt man

a  a+l

dat 2

Damit ergibt sich die Losung mit drei Stéf3en als
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-1 fir 2z < —(1+ a)t,

—a  fiir —(1+a)t <2z <0,
a fir 0 < 2z < (a+ 1)t,
1 fir (a+ 1)t <2z .

Ue(t,x) =

Diese Losung kann so fiir jedes a € (0,1) definiert werden. Das bedeutet, daf die schwache
Losung mit Stéfen nicht mehr eindeutig ist!

Aufgabe 22: Zum Riemann-Problem

ou 0,1 4 0 fir z<0,
G+ oG =0 ={ § {750

bestimme man

a) eine Losung mit einem Verdiinnungsficher,
b) eine Losung mit StoB,

¢) eine Losung mit Stof und Verdiinnungsficher.

1.10 Entropiebedingungen

Ein Zustand mit Unstetigkeiten wird durch die schwache Form der Erhaltungsgleichung nicht
mehr eindeutig beschrieben, so dafi zusétzliche Eigenschaften fiir die Auswahl der physikalisch
sinnvollen Losung hinzugenommen werden miissen. In der Thermodynamik ist dies der zweite
Hauptsatz, der besagt, dal die thermodynamische Entropie zunehmen mu8. (Siehe dazu auch
[4] .) Anlehnung daran fithren wir auch hier der Losung u zugeordnete Grofien wie folgt ein.

Definition: Das Funktionenpaar (n(u),1)(u)) heifit Entropie—Paar zur Erhaltungsgleichung
ur + Q' (w)ugy =0 (1.10.1)
falls n” > 0 erfiillt ist und der Entropieflul ¢ der Gleichung
P =n'Q (1.10.2)
genugt.

Negative thermodynamische Entropie und Entropieflufl bilden ein Entropiepaar bei ein-
dimensionalen Gasstromungen.

1.10.1 Lemma: u sei stetig differenzierbare Losung der Erhaltungsgleichung (1.10.1). Dann
erfiillt jedes Entropie—Paar die Erhaltungsgleichung

(n(u(m,t)))t + (w(u(m,t)))x =0. (1.10.3)

Beweis: Die linke Seite in (1.10.3) liefert mit (1.10.2) wegen (1.10.1) die Gleichung
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nug 4+ Y'uy = n'{u + Q' (w)uy } = 0. O

Insbesondere folgt aus dem Lemma, dafl entlang den Charakteristiken nicht nur « sondern
auch jede Entropie konstant ist.

In der Stromungsmechanik ergeben sich die Eulerschen Gleichungen fiir kompressible
Gasstromungen ohne Reibung aus den Navier—Stokes—Gleichungen durch Vernachlissigung
der Viskositédt, und physikalisch sinnvolle Losungen der reibungsfreien Gleichungen sollten
Grenzwerte von Viskositéitslosungen sein. Fiir unsere einfache Erhaltungsgleichung hat E.
Hopf [65] mit der sogenannten Viskositdtsmethode ein Auswahlprinzip aufgrund von Entro-
piebedingungen wie folgt motiviert.

Viskositidtsmethode:
Wir betrachten eine Familie von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit
einem sogenannten Viskositéitsterm auf der rechten Seite
ui + Q' (u)us, = euf, mit 0 <e— 0 und fir z € R, 2, 0 (1.10.4)
sowie gemeinsamer Anfangsbedingung
u®(z,0) = up(z) .
Wir nehmen an, daf§ eine Familie von Losungen u®(z,t) existiert mit den folgenden Eigen-
schaften:

lu®(x,t)] < M < oo und
to
/|u§(a:,t)|dt < C(x,t1,t2) gleichméBig beziiglich ¢;
t1

es gilt u® — wu fast {iberall, und u erfiillt die Gleichung (1.10.1). Mit dem Entropie-Paar (n,1)
gelte

n(u®)e + Y(u)e — n(u)y +P(u)e in Li(G)
fiir jeden festen kompakten Bereich G & IR?P

Unter all diesen Voraussetzungen gilt dann fiir das Entropie-Paar nach Einsetzen von
(1.10.4) die Gleichung

()t + ((w))e = el (u)ug)e —en” - (u3)?
und nach Integration

to o T2 to
t T
[ [t vtrpaode = [awyas] + [oee)a]”
x
t1 x1 T ' t1 '
to
= 6/[77’(u€)UZ(£v2at) — 1 (uf)ug (21,t)]dt
t1
to xo
—5//77" - (uf)2dadt
t1 x1

to
5/[ﬂ’(u€)U§($2at) — ' (u)ug (z1,t)]dt .

t1

IN
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Mit e — 04 erhalten wir aufgrund der oben gemachten Annahmen die folgende dem zweiten
Hauptsatz entsprechende Ungleichung fiir das Entropiepaar (n,1):

ty T2

//{n(u)t + Y(u)z pdedt <0, d.h. n(u); +¢¥(u), <0 fast iiberall. (1.10.5)
t1 x1
Definition (O. Oleinik [106, 107] ): Die schwache Losung u der Erhaltungsgleichung

(1.10.1) mit Cauchyscher Anfangsbedingung (1.9.17) heifit Entropieldsung, wenn fiir alle
Entropiepaare (n,1)) und alle Testfunktionen w € C§°(G) mit w > 0 gilt

/w(x,O)n(u(m,O))dm + //{n(u)wt + Y (u)wg pdzdt > 0. (1.10.6)
R GAE>0
Bemerkung: Multiplizieren von (1.10.5) mit w > 0 liefert mit dem Gaufschen Satz

0 > //w{nt(u)+¢x}dxdt

GAE>0
= //{(wn)t + (W), pdadt — / {nwy + Yw, }dxdt
GAE>0 GAE>0
= —/w(w,O)n(u(:c,O))dac—/ {nw¢ + Yw; }dzdt ,
1 GAt>0

das ist (1.10.6).

Um auch fiir die Anwendungen sinnvolle schwache Losungen zu erhalten, werden wir nun eine
Funktionenklasse fiir eine skalare Erhaltungsgleichung festlegen, die einerseits grofl genug ist,
um Stoflosungen zuzulassen, andererseits noch geniigend gute Eigenschaften hat, um die
notwendige Analysis, wie partielle Integration etc., zuzulassen.

Definition: wu(x,t) heiit Funktion beschrinkter Totalvariation im Sinne von Cesari-
Tonelli, wenn fiir jedes Paar von kompakten Intervallen [a,b] und [0,7] mit 7 > 0 zu u eine
Konstante M existiert, so daf fiir jedes t € (0,7] und alle Zerlegungen Z, = {xp = a < 21 <
... <z = b} sowie fiir jedes = € [a,b] und alle Zerlegungen Zr = {0 =tg <11 < ... <ty =
T} die Ungleichungen

K

lu-D)llBv,, = s;pZ]u(xk,t)—u(mk_l,t)\ <M (1.10.7)
T k=1
I

lu(@, ) v = s;pZ!u(x,tg)—u(azt;,l)l <M (1.10.8)
T k=1

erfiillt sind. (Fiir die Eigenschaften dieser Funktionen siehe insbesondere [48, 102, 111, 123] .)

1.10.2 Lemma: u sei unstetige stiickweise stetig differenzierbare Entropielésung und ¥ sei
glatte Stofifront. Dann gilt fiir alle Entropiepaare
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9 ) — ()] < 2 (ug) — (o). (110.9)

Gilt (1.10.9) fiir alle Entropiepaare und ist u unstetige stiickweise stetig differenzierbare schwa-
che Losung mit StoBfront 3, so ist u dort Entropieldsung.

Bemerkung: Das Lemma gilt auch noch fiir alle beschrinkten Entropielésungen beschréank-
ter Totalvariation.

Beweis: i) u sei Entropielosung. Dann betrachten wir als Integrationsgebiet ein Rechteck
[z1,m2] X [t1,t2] mit 0 < ¢; < ta, welches von ¥ geschnitten wird (siehe Bild 25).

to

3]

Z1 & &+ AL T2
Bild 25: Testgebiet fiir die Entropiebedingung

Die Entropieungleichung (1.10.5) lautet hier nach partiellen Integrationen

T2 to

[ (utats) — ntate)de + [ (@ueat) - laten)de <o.

r1 t1

Aufteilen des Integrationsgebietes und Mittelwertsatz beziiglich der t—Integration liefern mit

dx
At =ty —t; und A = At% in einer Zwischenstelle t* € [t1,t2] die Ungleichung

(uelats) —n(uet)) 1
/77’(1/[ Tl A—tn wp(x,t1 d:c-i-ﬂ / n(ug(z,te))dz
T ¢
[ toteian ot —i?&( (a1}
~ T AL mur(Ti,t1 €z
e+AE ¢

+ [ (ur(22,t7)) — Y(ue(z1,t7))] < 0.

L&aBt man At — 0 streben, so erhélt man

£ 2
[ untwnde + [ oo nde + 5 uen) - o o)
x1 13

< [W(we(w1,t1)) — P(ur(z2,t1))]
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und mit 7 — £ und x9 — & folgt (1.10.9).

ii) Nun sei u stiickweise stetig differenzierbare schwache Losung mit Stofifront ¥ und

(1.10.9) gelte fiir alle Entropiepaare. Dann wihlen wir
w>0,we C°(G)

mit einem Gebiet G, das von ¥ in zwei Teile zerlegt wird; G\ ¥ = Gy U G,..

t

to L

tq

Bild 26: Testgebiet fiir Entropiepaare

Die Ungleichung (1.10.9) impliziert dann fiir das Integral

I:= f (Ywdt — nwdzx) + j{ (Ywdt — nwdx)

oG, 0G,
die Ungleichung
to
d
- w{[nr—m]d—?ﬂw—wT]}dt— [tz 00
DINAT R
> / (n(u(2,0))w(z.0)dz

R

Andererseits gilt nach Anwendung des Gaufschen Satzes

- [0 < 1= [[ (@u).+ Guy)dsa

R GZUGT
= // w(Yg + ne)dwdt + // (Ywg + nwy)dzdt
GyUG, GUG,

// w(y + ng)dxdt = 0

GUGr
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wegen (1.10.3). Das ist gerade Ungleichung (1.10.6). O

Definition: Die Familie von Funktionenpaaren fiir k € IR:

() = u— k|, () 1= sign (u — k) (Q(u) — Q(K)) (110.10)

heifit Familie Kruzkovscher Entropiepaare.

Man rechnet sofort nach, dafl Gleichung (1.10.2) fiir alle u # k erfiillt ist. Jedoch ist 7 (u)

weder strikt konvex noch zweimal stetig differenzierbar. Deshalb approximieren wir 7y (u)

durch strikt konvexe C*°—Funktionen durch Addition einer quadratischen Funktion sowie eine

Famlie Friedrichsscher ”Mollifier” [51] S. 12. Dazu sei p € C§°(IR) eine Abschneidefunktion

mit p > 0, suppe C [—1,1] und [ p(y)dy = 1. Mit dieser definieren wir die strikt konvexen
R

zweimal stetig differenzierbaren Entropien

Mo (1) = %/p(%)]n—kwn—l—e(u—ky (1.10.11)
R

und die zugeordneten Entropiefliisse

u

Yre(u) = /n,;7g(v)Q’(v)dv. (1.10.12)
0
Dann gelten
lim, max |2 (u) = [u = k|| =0, lim ma [ e () = Yr(w)] =0 (1.10.13)

sowie
lim (17 (o) — sign (¢ = k)|, (- rr) = 0

fiir jedes R > 0.

Um einzusehen, dass 7, . fiir jedes € > 0 eine streng konvexe Entropiefunktion ist, transfor-
mieren wir ze = 1 — u und setzen die Definition des Betrages ein; dann gilt wegen o(z) = 0
fiir |z| > 0:

i (1) = / o(2)|u+ ez — Kldz + £(u — k)?

EES!
= / o(z)(ez+u—k)dz — / 0(2)(ez+u—k)dz+e(u—k)?.

£

Differenzieren liefert mit der Leibniz—Regel
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k—u
d T ;
%nk,a(u) = / o(z)dz — / 0(2)dz + 2¢(u — k),
k—u —00
2 /k—u
/!
M, () 5Q< . ) +2>2 >0

Wie wir sehen werden, kann man mit Hilfe der Entropiepaare (1 c,¢r ) in Entropieun-
gleichungen Kruzkov—Entropien approximieren.

Andererseits liegen alle stetigen konvexen Funktionen im Abschlufl der konvexen Hiille
der Funktionenfamilie

{Cu) =7y +oaulay e RPUL{C(u) = Ju— k[ [k € R}

beziiglich der Norm HCHCO([_RﬁD.
Das bedeutet, fiir jede stetige konvexe Funktion n(u) und jedes beliebige € > 0 existieren
K
Zahlen o; > 0 mit ) o; = 1 sowie o7, € R fir j = 1,...,N und k; € R fiir j =
j=1
N +1,...,K, so dass gilt

N K
‘g‘lgg‘ Z (v +aju) = Y ffjlu—kjl‘
- 7j=1 j=N+1

(1.10.14)
+ 17’ - Z oja; — Z ojsign (u —kj)lli(-rr) <€
j=1

j=N+1
Deshalb kann man sich in Entropieaussagen wiederum auf Kruzkov—Entropien beschréinken.
Unter anderem kann man die folgende Entropiebedingung zeigen.

1.10.3 Lemma (Oleinik [106, 107] ): Fiir eine Losung u beschréankter Totalvariation ist
die Entropiebedingung (1.10.6) dquivalent zur Oleinikschen Bedingung: Fiir alle u € (ug,u,)U

(up,up) gilt
Q) ~ Q) _ QLue) = Qlur) -, Q) — Q)

Up — U Up — Uy U — Uy

(1.10.15)

Beweis: Wir zeigen die Aquivalenz von (1.10.9) mit (1.10.15). Sei (1.10.9) erfiillt, dann ver-
wenden wir dort das Entropiepaar (nye,Yrc) aus (1.10.11) und (1.10.12) und betrachten
zunéchst den Fall u, < uy mit u, < k < up. Dann gilt

Cf;] [nk (ug) — nk,s(ur)] < [wk,e(uf) - wk,s(ur)] .

Setzen wir R := max{|uy|, |u,|}, so liefert Grenziibergang ¢ — oo wegen (1.10.13) die Unglei-

chung
9 (= 2k -+ uy) < (Qur) — 2Q(K) + Q) (1.10.16)

Addieren wir auf beiden Seiten die Rankine-Hugoniot—Bedingung (1.9.25), so ergibt sich
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dx

2w —k) < 2(Q(ug) — Q(K)) .

Subtrahieren wir hingegen (1.9.25), so ergibt sich

2, — ) < 2(Q(ur) — Q).

dt
Beide Ungleichungen zusammen liefern (1.10.15) fiir alle £ mit u, < k < wuy. Der Fall uy < u,
kann genau so behandelt werden.
Damit haben wir die Notwendigkeit von (1.10.15) gezeigt.
Nun sei (1.10.15) erfiillt. Dann ergibt sich mit der Rankine-Hugoniot-Bedingung (1.9.25)
die Ungleichung (1.10.16) fiir alle k£ zwischen uy und w,. Daraus folgt insbesondere

dx

%(ﬁk(uz) —e(ur)) < (Yr(ue) — Unur)) (1.10.17)

fiir jedes Kruzkov—Entropiepaar der Gestalt

() =7+ au+[u—kf,
Yi(u) = aQ(u) + (Q(u) — Q(k))sign (u— k).

Ist n(u) eine beliebige strikt konvexe zweimal stetig differenzierbare Entropiefunktion und
¥ (u) der zugehorige FluB, so kann dieses Paar durch eine Folge von Konvexkombinationen

N K K
ng(u):Zaj(’yj—kaju)—i— Z ojlu—kj| mito; >0 und Zajzl
j=1 j=N+1 J=1

in [—R,R] gleichm#Big approximiert werden, und 1.(u) konvergiert gegen 1 (u) dort ebenfalls
gleichméBig. Die Ungleichung (1.10.17) iibertrigt sich auf die Konvexkombination, d.h. es gilt

dx
%(ne(uf) - ns(ur)) < (we(uﬁ) - ws(ur)) .
Grenziibergang ¢ — 0 liefert Ungleichung (1.10.9) fiir jedes Entrpiepaar. O

1.10.4 Satz: Die Oleiniksche Stofibedingung (1.10.15) ist genau dann erfiillt, wenn die
(ue,Q(wr)) und (ur,Q(uy)) verbindende Sekante der Kurve Q(u) fiir uy < u, ganz unterhalb
bzw. fiir uy > u, ganz oberhalb der Kurve Q(u) verlduft.

1.10.5 Beispiel: Damit ist es jetzt moglich, Entropie-Losungen zu “konstruieren”, z. B. fiir
das Riemann—Problem
ur+ Q(u)y =0 firz € R undt >0
mit
1.5 firz <0,

o+ 3)? fiir u < 0,
Qu) = { L -2 firz > 0.

1
1
—(u—131)2+7 firu>0,

und u(z,0) = {
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Qu)

-2

-2 -1 0 up 1 u 2

Bild 27: Die Flussfunktion Q(u)

Wie Bild 27 zu entnehmen ist, tritt zwischen dem Zustand u, = —2 und dem Zustand
ug > 0 ein Stof auf. Fiir ug haben wir

_(uo — %)2 +2- i _ Q(ur) — Q(uo) =Q'(w) = —2<UO - 1) )

ug + 2 Upr — UQ 2

also ug = 2(v/2 — 1). Zwischen uz, = 1.5 und ug bildet sich ein “Verdiinnungsficher”. Wir
erhalten also eine Entropie-Losung, die sich aus drei Bereicben zusammensetzt: Dem Bereich
links vom Féacher mit u = ur, = 1.5, dem Féacher mit der Ahnlichkeitslosung ‘fl—f = ﬁ fiir
u < u < 1.5 sowie dem Bereicht rechts vom Stofl mit der Geschwindigkeit % = Q' (up) =

—2(up — 3), in dem u = —2 gilt (siche Bild 28).

t

AN T

NN

1,5 —2

Bild 28: Entropielosung

1.10.6 Satz: Ist (Q strikt konvex und u Entropielbsung beschréinkter Totalvariation, so gilt
am Stof die Entropiebedingung von P. Lax:

Q' (ue) > % > Q' (uy) (1.10.18)

sowie die verschérfte Stofibedingung
Up > Uy . (1.10.19)

Beweis: Da (@ strikt konvex ist, kann man das spezielle Entropiepaar
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n(u) = Q(u) und ¥'(u) =n'Q = (Q'(u))’

wahlen. Ist uy = u,, so gilt

dx , ,

dt = (Ug) =Q (UT)
und Q'(u) ist charakteristische Richtung; u(-,t) ist stetig beziiglich z, und ein Sto8 liegt nicht
vor. Nun zeigen wir (1.10.19) fiir uy # u, mit einem Widerspruchsbeweis. Dazu nehmen wir

zunéichst uy < u, an. Aus (1.10.9) folgt dann mit (1.9.25)
ug

-@ww—mm»s/@ﬂmfm,

Uy

Q(ug) — Q(ur)

Ug — Uy

und daraus sowie mit der strikten Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

U Up 2
1 W2 (Qur) — Q(ug))? 1 /
Wﬂ%/@m»m/s ) W_W/me
R A
< o _WU/ (Q (u)) du,

da Q" > 0, somit Q' strikt monoton vorausgesetzt ist.
Diese Ungleichung aber ist ein Widerspruch, so dafl nur u, > u, {ibrig bleibt. Der Mittel-
wertsatz liefert dann mit u, < { < uy die Behauptung:

Q' (ur) <Q'(¢) = Wl =

o (Que) = Qlur)) = o < Q' (ur) - 0

Bemerkung: Die Laxsche Entropiebedingung in der Form

Q) > > 0w

dt
ist auch fiir eine Fluflfunktion ) mit einem einzigen Wendepunkt zur Entropiebedingung
(1.10.6) &quivalent.

1.10.7 Lemma: Sei Q" > 0. Ist fiir eine Losung beschrinkter Totalvariation die Entropie-
bedingung (1.10.5) bzw. (1.10.6) beziiglich eines Entropiepaares erfiillt, so gilt sie fiir alle
Entropiepaare.

Beweis: Fiir ¢ > 0 sei u(z,t) beschrénkt, mebar, sowie bei festem ¢ € [0,7'] von beschréankter
Totalvariation bzgl. x gleichmiBig fiir ¢ € [0,77], d.h.

X2
/]dxu(~,t)] < C fir alle t € [0,7],

X1

sowie bei festem = € [X;,X2| von beschriankter Totalvariation bzgl. ¢ gleichméBig fiir = €
[X1,X2], d.h.
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/]dtu(az,-)| < C fir alle z € [X1,X2].

Wir benétigen im Folgenden etwas Mafitheorie; siehe dazu [102] . Unter o.g. Voraussetzung
ist u(-,t) fir jedes feste ¢ eine Funktion aus der ersten Baireschen Klasse beziiglich x, und
es gibt nur abzdhlbar unendlich viele z—Unstetigkeiten bei festem #; entsprechendes gilt fiir
u(z,-) beziiglich t. (Siehe [102] Satz 2 auf Seite 242; Folgerung 2 auf Seite 245; Satz 4 auf Seite
458 und II. auf Seite 461.)

Damit ist auch u(z,t) Funktion der ersten Baireschen Klasse sowie @ o u,
Q' ou,n' ou,¢' ou, H ou und v’ o u; sowie fiir Entropie-Paare 1,9 und H,W die Funktionen
nowu,You, Hou, Wou jeweils von beschrinkter Totalvariation beziiglich x und beziiglich
t und jeweils Bairesche Funktionen der 1. Baireschen Klasse.

Sei nun u schwache Losung und erfiille fiir alle w € C§°(IR?) mit
suppw N {t > 0} C (X1,X2) x [0,T7:

X T X,
L(w) := /w(:v,())(n ou)(x,0)dx + / /{n ou)wy + (1 o u)wy pdxdt > 0.
X =0 X,

Aufgrund unserer Voraussetzungen kann dann (1-dimensional) partiell integriert werden [102]
S. 257, und wir erhalten mit dem Lebesgue—Stieltjes—Maf3

//d/\/l (z.,t) / {dyu(et)dz + dyo(z,t)dt}

mit v(x,t) = (Q o u)(x,t), dyu = ug(z,t)dt und dyv = (Q' o u(x,t))uy(x,t)dzx in allen Stetig-
keitspunkten von u; bzw. u, fiir Borel-mefibare Mengen B C ]R%r die Darstellung von L als
Lebesgue—Stieltjes—Integral

_ / / w(a,t)(n o u)(xt)dM(z.t)
t>0

Funktionenriume: Sei G := [X,X3] x [0,T].

Coy = {wel>(9) | suppw C (X1,X2) x [0,T7]},
X = {w|zu w existiert eine Folge wy € C{o) mit glim |we — w|lc =0},
—00
lwlle == sup |w(z,t),
(w,t)eG
B1(G) seien die Funktionen der ersten Baireschen Klasse.

Bekanntlich sind die Funktionen aus B;(G) Grenzfunktionen punktweise konvergenter stetiger
Funktionen.

Bio(G) :=={x € Bi1(G) | x =0 fiir 2 =X; oder =X, oder t=T}.

Wegen (n' ou) € B1(G) gilt ||n o ul|lc < e1(]|ull¢) und
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[L(w)] < HwHC'Cl(HUI\c)/ [dM|

< Aalule)e(Xy = Xa) + Qo ullcT) Hlwllc -

Folglich ist £L(w) ein stetiges lineares Funktional auf X. Auflerdem gilt £(w) > 0 fiir w > 0
mit w € &.

Nun bestimmen wir eine stetige Fortsetzung von £ nach B ¢(G). Bekanntlich ist B;(G) mit
Il - ||c ein Banachraum und X - Bi1o(9) & By (G). Sei w € By . Dann existiert eine Folge

wy € CE’S) mit elil& wy(x,t) = w(x,t) punktweise und ||we||c < M .

Ist w > 0, so kénnen wir die wy > 0 wihlen. Dann folgt mit dem Satz von Borel-Lebesgue
iiber die majorisierte Konvergenz:

__//W.(nfou)dMH_//w-(n’ou)dM —: L(@) fiir £ — oo
g g

Insbesondere ist £(@) > 0 fiir @ > 0 und @ € B1,(G); dariiber hinaus gilt fiir die Norm der

Fortsetzung HEH IZ].
Wegen n'ou € By und (7 ou) > o > 0ist w-(n ou) € By [102] Satz 3, S. 441. AuBerdem

gilt fiir W € By 0 mit W >0 auch @ = W/(n ou) € By . Folglich ist

—//&(x,t)d/\/l auf B o
g

El( X) > 0 fiir XGBl mit Y >0.

ebenfalls stetig und

Fiir W € B1,0 und ein zweites Entropiepaar 1,H mit w > 0 ist auch
6 =W- (H/ o] u) € 81,0, d.h.

Eo(W) o= £y (W - (H //W o u)dM > 0.
Wegen C, )(g) C Bi1,o(G) gilt also auch
. / W(at) - (H o u)dM >0 (1.10.20)

fiir jedes W € ng)(g) mit W > 0. (1.10.20) kann wieder — jeweils 1-dimensional — partiell

integriert werden, und mit ¢’ = H'Q’ erhalten wir fiir alle diese W

Lo(W) = /W(m,O)(H ou)(z,0)dx + / {(Hou)W+ (¢ o u)W, }dxdt > 0.
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Das ist die Behauptung. O

1.10.8 Lemma: u sei schwache Entropie-Losung beschriankter Totalvariation des Cauchy-
schen Anfangswertproblems und sei Q" > eg > 0. Dann existiert zu [a,b] C IR, der Zeit T > 0
und zu u eine Zahl E, so daf3

(e + 6.) — uglat) < Eg (1.10.21)

firalleca<xz <z+d<bund0 <t <T erfiillt wird.
Auch den Beweis dieses Lemmas iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Definition (Kruzkov [83] ): wu(z,t) sei fir z € IR, 0 < ¢ < T > 0 mefbar und beschrinkt.
u(z,t) heiit Kruzkovs schwache Loésung des Anfangswertproblems (1.9.1), (1.9.4),

ur + (Q(u)), =0 fir 0 <t <T mit u(z,0) = f(z) firzelR,

wenn fiir alle & € IR und alle w € C§°(IR x (0,T)) mit w > 0 gilt:

T
/ / (|u(az,t) — klw, + sign (u(@,t) — k) - {Q(u(x,t)) — Q(k)}wx> dedt > 0. (1.10.22)
0 R

Zu u(x,t) existiere eine Menge £ C [0,7] vom Maf Null, so daf u(e,t) fiir t € [0,7] \ £ eine
beziiglich x mefibare beschrinkte Funktion ist, und fiir jedes r > 0 gilt

\ - =U 1.10.2
[07T1\1<9H)19t—>0 / }u(a:,t) f(z)|dz =0 (1.10.23)

|z|<r

(

1.10.9 Satz von Kruzkov: u(z,t) und v(z,t) seien zwei schwache Kruzkov-Ldésungen von
ug + (Q(u))x =0 mit u(z,0) = up(z),
v+ (Q(U))m =0 mit v(z,0) = vo(z)

und erfiillen |u(x,t)| < M, |v(z,t)| < M fiir |[zf] < R,0<t<T.
Dann folgt fiir alle t € [0,T] mit N := max, <y |Q'(v)]:

/ lu(z,t) — v(z,t)|de < / lup(x) — vo(x)|dx. (1.10.24)

|z|<R—Nt lz|<R

Beweis: Sei G C (IR x [0,7]) ein kompakter Bereich und g(z,t;y,7) > 0 eine Funktion aus

C3°(G xG). Wahlen wir in (1.10.22) fiir die Testfunktionen w(x,t) := g(z,t; y,7) und k = v(y,7)
zu jedem Parameterpunkt (y,7), so lautet die Kruzkov—Ungleichung:
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J{lutwd) — ot

g
+ sign (u(a:,t) — v(y,T)) <Q(u(ac,t)) — Q(v(yy)))gw}dwdt >0.

Nochmalige Integration iiber (y,7) € G ergibt

| [{lute0) = otwr)lo
G g

+sign (u(z,t) — v(y,7)) (Q (u(z,t)) — Q(v(y,r)))gx}dxdtdydT >0.

Die entsprechende Ungleichung erhilt man aus (1.10.22) fiir die Losung v, wobei (x,t) gegen
(y,7) ausgetauscht aber w(y,7) := g(x,t; y,7) gewdhlt wird:

//{‘”(yﬁ)—U(x,t)‘gT
g g

+sign (v(y,7) — u(z,t)) (Q (v(y,7)) — Q(u(m,t)))gy}dydrdardt >0.

Addition beider Ungleichungen ergibt nach Vertauschen der Integrationsreihenfolge in der
zweiten:

| [{iud - vwolen+ g0 (110.25)
g g

+sign (u(et) = o(y.) (Qu(@1) = Q(v(y:7)) (92 + 9,) pdadtdydr > 0.

Im Weiteren wird g speziell gewahlt. Dafiir sei A € C§°(IR) mit A > 0 und supp A C (—1,1)
eine Abschneidefunktion, die [ A(s)ds = 1 erfiillt und w(&,n) > 0 eine Funktion aus C§°(IR?)
R

mit suppw C (=7 +2p,r —2p) x (p,T —2p), T >0,
r>0,0<p< %min{T,r}. Dann wéhlen wir eine C§°—Approximation . des Dirac-
Funktionals ¢,

Ly/sy e
de(s) :== g/\<g) firs€e R unde >0,

und als Testfunktion g:

Damit ergeben sich
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Setzen wir dies in Ungleichung (1.10.25) ein und bilden anschlieflend den Grenzwert ¢ — 0,
so erhalten wir die beziiglich v und v symmetrische Ungleichung

/{\u(m,t) — v(@,t)|we(x,t) (1.10.26)

g
+sign (u(z.t) — v(z,t)) (Q (u(z.t)) — Q(v(x,t)))wz(x,t)}dxdt >0

fiir alle Testfunktionen w > 0, w € C§°(G At > 0).

Um aus dieser Ungleichung schliellich die Behauptung zu erzielen, werden wir nun Test-
funktionen w wéahlen, die Dirac-Funktionale auf den Geraden ¢t = p und ¢t = 7 > p approxi-
mieren. Dazu wihlen wir die Approximationen der Heaviside-Funktionen

as(o) = / 0:(s)ds und xe(z,t) :=1—a.(|Jz| + Nt —R+¢),

1 fire>0, 1 fur|z|+ Nt—R<O0,
und x.(z,t) —

0 firo<0 0 fur|z|+Nt—-—R>0

punktweise gilt. Auflerdem gelten 0 < a, <1 und 0 < x. < 1.

Fiir die Testfunktionenfamilie

wh,s(x7t) = (ah(t - P) - ah(t - T))XE(xvt)
zu h > 0 und € > 0 haben wir wy, . > 0 wegen p < 7 und

fir die a.(0) — mit € — 0

ow 0
S = (n(t = p) = 5u(t = 7)) xe(t) + (nlt = p) — et = 7)) 5,
ow ox
00 (anlt — ) — anlt — 7)) 2
sowie
Ixe
e —0c(|lz| + Nt —R+¢)N <0,
Oxe T
o = dc (|=] + Nt R+E)|x|'
Insbesondere gilt dann wegen N = |n|125\<4 Q' (u)]
Oxe | Qu) — Q(v) Oxe _ Ox: e Oxe OXe
= = 7 7 K = =U.
ot * u—v Oz — Ot N Oz ot ot 0

Setzen wir nun wy, . in (1.10.26) ein, so erhalten wir

0 [ futwd) — vlet) { (3u(t = ) = 8alt = 7)) xe()
g

+ (ah(t —p) — ap(t — 7')) <% + Q(uqif;;t,)t)) : vQ(E:i)%t)) 85;5) }dmdt

< / (5n(t — p) — St — 7)) |ulast) — v(at) | xe () dadt.
g
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Dies gilt fiir jedes € > 0; fiir ¢ — 0 ergibt sich mit Tj := min{T,%},

To
/ op(t —7) / }u(x,t) - v(x,t)|d:ndt
t=0

|z|<R—Nt
To
< / on(t — p) / ’u(x,t) - v(x,t)‘da:dt.
t=0 |z|<R—Nt

Nun schicken wir h — 0, und es ergibt sich fiir 0 < p < 7 die Ungleichung

/ }u(az,T) — U(:B,T)’d$ < / }u(az,p) — v(:v,p)’d:n, (1.10.27)
le|<R—NT le|<R—Np
solange 7 und p nicht zu den Ausnahmemengen &, und &, der Losungen gehoren, fiir die eines
dieser Integrale nicht existiert, und solange fiir die mefibare Funktion

wu(t) == / |u(w,t) - v(x,t)’da:
|2|<R—Nt
die Zeiten 7 und p Lebesgue—Punkte sind. Diese bezeichnen wir mit £. Sie sind durch

o1
Lo (o0l lm > [ [u(t) - nlto)ldt =0}
[t—to|<e

definiert. Nach Voraussetzung sind &, und &, Nullmengen, und wegen der Meflbarkeit und
Beschrénktheit von v und v ist auch [0,7]\ £ eine Nullmenge. Also gilt (1.10.27) fiir fast alle
0 < p <7 < Ty, und wir kénnen fiir p eine Nullfolge wihlen. Wegen

lim / \u(z,p) — uo(x)|dz = lim / |v(z,p) — vo(a)|dz =0
p—0 p—0
lz|<R—Np lz|]<R—Np

ergibt sich aus (1.10.27) schon die behauptete Ungleichung

/ "U,(.’IJ,T) — v(x,7)|d$ < / ‘uo(x) — Uo(l’)‘d.@.
|z|[<R—NT |[z|<R
fiir fast alle 7 € (0,Tp]. O
Die Ungleichung (1.10.24) gilt natiirlich auch fiir R = co.

Aufgabe 23: Man beweise Satz 1.10.4.
Aufgabe 24: Man beweise Lemma 1.10.8.

Aufgabe 25: Man zeige, daf$ fiir Q” > 0 und % > 0 die Losung des Cauchyschen Anfangs-
wertproblems
ur + (Q(u)z = 0, u(z,0) = ug(z), luo| < M
fir t > 0 eine Ungleichung
U —Uup _F
< =
5 Tt
mit u, = u(z + 6,t), § > 0, ug = u(x — 0,t) und einer geeigneten Konstanten FE erfiillt, die
sogenannte verschéirfte Entropiebedingung von Lax.
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1.11 Die Lo6sungskonstruktion mit der Methode der verallgemeinerten
Charakteristiken nach Dafermos

Wir werden nun nach Dafermos [40, 41] eine einfache Losungskonstruktion der Entropielsung
mit Hilfe des Charakteristikenverfahrens aufbauen. Dabei folgen wir i.w. den Arbeiten von
M. Kunik [84, 85] und K.S. Cheng [30] . Zunéchst fithren wir eine von Ort, Zeit und Zustand
abhingige Funktion M ein:

M(z,t; ) : /Q" Wz — flx —tQ'(2))}dz. (1.11.1)
0

Dabei ist f(xz) = u(z,0) die vorgegebene Anfangsfunktion, die wir hier beschrinkt und ste-
tig differenzierbar annehmen wollen. (Wir weisen darauf hin, daf8 alle Uberlegungen dieses
Abschnitts nach [84, 85] fiir Anfangsdaten f beschrinkter Totalvariation modifiziert werden
konnen.)

Fiir eine FluBfunktion mit Q” > 0 wird sich herausstellen, daf§ eine durch

u(x,t) € Ax,t) = A(x,t) (1.11.2)
mit Hilfe der Minimalmenge
Azt) :={A e RM(z,t;\) = min  M(zt;9)} (1.11.3)
le<201fll oo

definierte Funktion fast iiberall mit der einzigen Entropielésung beschréankter Totalvariation
iibereinstimmt.

Man beachte, dafl A(z,t) fiir jeden Punkt (z,t) fiir ¢ > 0 nach (1.11.3) wohldefiniert ist,
so dafl im Folgenden die Eigenschaften von A(z,t) einschlielich der Losung des Cauchy—
Problems zu zeigen sind. Dazu setzen wir wieder Q" > 0 voraus.

Die Losungskonstruktion (1.11.3) kann zu einem wirksamen Berechnungsverfahren aus-
gebaut werden — leider bleibt diese Konstruktion nur auf eine skalare Erhaltungsgleichung
beschrankt.

Bemerkung: Fiir u € A ist die Gerade
Er)=z—(t-71)Q(u) (1.11.4)

fiir 7 <t die Projektion der Charakteristik durch (x,t,u) in die z—t—Ebene.

1.11.1 Lemma: Fiir t = 0 gilt A(z,0) = {f(z)}.

Beweis: Fiir t = 0 und |A| < 2||f|| 1., wird das Extremum im Innern des Intervalls [—2||f ||z, 2|l fll £..]
angenommen, denn wegen Q" > 0 ergeben sich auerdem die Ungleichungen

M(,0; 22 fll o) = M(2,0; £[| fll L) = M(2,0,f(2)) -

Folglich gilt dort



82 1 Eine Gleichung erster Ordnung

S| = Qe F@)] =0

und somit

o= f(x).

1.11.2 Lemma: v sei lokales Minimum von M(x,t; ) fiir ¢t > 0. Dann gilt

v=flz—tQ' (v)) = Az —tQ'(v),0) = u(z — tQ'(v),0).

Beweis: Da v lokales Minimum sein soll, gilt dort

oM I / _
%v:Q (V)[v = f(x —tQ'(v))] =0,

woraus mit @” > 0 und Lemma 1.11.1 die Gleichung (1.11.6) folgt.
1.11.3 Satz: Seiv € A und 0 < 7 < t. Dann gilt fiir §(7) =z — (t — 7)Q’(v):

M(&(T),m5 A) = M(E(7),m50) bzw. A(E(T),7) = {v}.

Auf dem Geradenstiick (£(7),7) nimmt also M sein Minimum eindeutig an!

Beweis: Nach Voraussetzung existieren die beiden Schranken

—oo < f1:=1nf zer{f(z)} < fo:= sgﬂg{f(m)} < 00.

Seien v € A(z,t) und ¢ € [f1,f2].

z —1Q' (v) x

Bild 29: Charakteristik zu gegebenem Minimalwert v

(1.11.5)

(1.11.6)

(1.11.7)
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Dann gilt mit £(7) :== 2z — (t — 7)Q'(v):

1
SM = M) = M(ET)ro) = [ Qe = F(Er) - 7Q (2)ld.

Das Integral versuchen wir mit einer neuen Integrationsveridnderlichen y > 0 so umzuformen,
dafl wir schlieflich die Minimum-Eigenschaft von M (x,t,v) nutzen kénnen, indem wir y durch
die Beziehung

z—tQ'(y) =&(r) —7Q'(2) =z — (t — 7)Q'(v) — 7Q'(2)
definieren. Da nach Voraussetzung @Q’'(z) streng monoton wachsend ist, existiert die inverse
Abbildung g zu Q' mit

Qog(x)=x und goQ'(z) ==

und ist ebenfalls streng monoton wachsend. Somit gelten

y(x) =g (1= QW) + Q=) und y() = v. (1.11.8)

Fiir festes 7 € (0,t) ist dann auch y streng monoton wachsend in z, und es gilt fiir die inverse
Abbildung

0 =a (- D - Q)+ QW)
Damit transformiert sich das Integral:

y()

M = / Q" (=) =(y) — flz — tQ )2

dy

Wegen
o6 = (1-f)ew+ e
gilt
d / "
@Q( (y) = =-Q"(y),
so dafl wir schlie3lich erhalten:
y() v
M = - / Q"(y)lz(y) — yldy + — / Q"W — f(z —1Q'(y))]dy
t o) t '
= L [ QW) - sldy + LM b)) - Miztio)
e
> - / Q"(y)[z(y) — yldy,

v
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denn es gilt M(xz,t;y(¢)) > M(x,t;v) wegen v € A(x,t).
i) Sei 9 < v: Dann gilt nach (1.11.8)

y(¥) <y(v) =v, dh. y@¥) <y <wv

in obigem Integral. Folglich ist Q'(y) — Q'(v) < 0 und wegen der strengen Monotonie von g:

) -y =9(Q0)+ (£ -1) @) - Q@) -y < (4o @)w) -y =0.

Daraus folgt
oM >0.

ii) Sei v < 4: Dann gilt, wiederum nach (1.11.8),
v <y <y¥)

und nun
) -=9(@w+ (1 -1) Q) - W) =y >0,

Daraus ergibt sich wie vordem wieder
oM >0.

Also gilt (1.11.7). 0

Von E. Hopf wurde in [65] nicht M, sondern die Hopfsche Funktion

z—tQ’ ()

Flat o) = toQ'(9) — Qo) + / f(2)dz (111.9)
0

benutzt. Der Zusammenhang zwischen F und M ergibt sich aus dem folgenden Lemma.

1.11.4 Lemma: Es gilt fiir allet > 0,z € IR und ¢ € R:

F(x,t;0) = tM(z,t; ) + F(x,t;0) . (1.11.10)

Beweis: Aus (1.11.9) ergibt sich fiir die Ableitung

0
a_i = 10Q" () — 1Q"(9) f(x — 1Q' (1))
" o _ ! — aﬂ
= Q") e~ S —tQ ()} =t 5
Folglich gilt
%_ﬂ(t/u):o

dp Oy
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und

f(xvt;(p) - f(x7t; 0) = t{M(xut; QO) - M(l‘,t; O)} = tM(I‘,t;(p) : O

1.11.5 Folgerung: F und M haben die gleiche Minimalmenge, d.h. mit A(x,t) aus (1.11.3)
gilt fiir alle A € A(z,t):

Flz,t; )= min  F(z,t; ). 1.11.11
( ) el <2/ fll Loo (@t ¢) ( )

Da fiir fest gewéhltes (x,t) mit ¢ > 0 die Minima von M und F jeweils eindeutig definiert
sind, kénnen wir die Funktionen

Fmin(x,t) := F(z,t; A(z,t)) und Mpin(x,t) := M(z,t; A(z,t)) (1.11.12)

einfiihren.

1.11.6 Lemma: Die Funktionen My (,t) und Fin(z,t) sind fiir t > 0 und x € IR stetig.
Fuin(z,t) ist sogar Lipschitz—stetig.

Beweis: Fiir zwei Weltpunkte (x1,t1),(x2,t2) erhalten wir aus (1.11.1) fiir jedes || < 2|/ f||L..
die Abschitzung

’M(Qfl,tl; 90) - M(I’Q,tg; SO)‘
2\ fl oo
< / Q") (w1 — 1 @Q(2)) — Fler — 62Q'(2)]dz =t R(zr.t1: aa.ta).

0

Wihlen wir ¢ = Ay € A(x2,t2), so folgt daraus insbesondere

M(z1,t1;A2) — M(ma,ta; Ao) < R(xi1,t1;w2,t2) ,
also auch
Muin(21,61) — Mmin(22,t2) M(z1,t1; A2) — M(z2,t2; A2)

<
< R(zy,ti;22,t2) .

Fiir (x1,t1) — (z2,t2) strebt R gegen Null, da der Integrand gegen Null strebt. Also ist Mpin
stetig.
Fiir F ergibt sich entsprechend fiir alle |¢| < 2||f||1., die Beziehung

| F(z1,t15 ) — F(w2,t2; 0)]

z2—12Q'(¢)
= [t — )@ () — Qo) + / f(2)dz]
z1—-t1Q'(p)

IN

cilts — 2| + | fllLoe {72 — 21| + c2lte — t1]},

wobei sich ¢; und ¢z aus max|g|<o| ), |Q'(¢)] und max), <o)y, |Q(¢)| berechnen. Also
erhalten wir hier mit einer Konstanten c(||f||zo0) die Abschétzung



86 1 Eine Gleichung erster Ordnung

| Finin(21,61) = Fmin(22,82)| < (| fl| o {|z2 — 21] + [t2 — 11}, (1.11.13)
d.h. die behauptete Lipschitz—Stetigkeit. a

1.11.7 Satz: Sei Q strikt konvex, d.h. Q" > 0.
i) Dann ist fiir u(x,t) € A(z,t) die Funktion

Ae(x) =z —tQ (u(x,t)) (1.11.14)
bei festem t > 0 in © monoton wachsend. Die Funktion u(-t) ist auf jedem Kompaktum |a,b]
von beschréankter Totalvariation beziiglich x.
ii) Fiir festes t > 0 existieren die Grenzwerte

up(x,t) = giigiou(g’t) und u,(z,t) = (&) (1.11.15)

lim w
E—x+0
Auflerdem gilt das Verschérfte Lax—Kriterium (1.10.19) in der Form

up = max A(z,t) > min A(z,t) = u, . (1.11.16)
iii) Bei festem t > 0 hat u(x,t) nur héchstens abzéihlbar unendlich viele Unstetigkeitsstellen:
{Elue€t) > up(€)} = | & mit N CIN oder =0. (1.11.17)

kelN’

Beweis: i) Bei beliebig, fest gewéhltem ¢ > 0 betrachten wir zwei Punkte mit z; < x2 und
up € Axy,t), ug € A(xa,t). Aufgrund von Satz 1.11.3 und Lemma 1.11.6 gelten dann wegen
t>0:

up = f(z1 —tQ (u1)) und ug = f(x2 — Q' (ug)) .
Falls ug > uy erfiillt ist, gilt Q' (uz) > Q’(uq). Ist in diesem Falle auch noch
)\t({L'Q) =Ty — tQ/(UQ) < )\t(xl) =T — tQ'(ul)
erfiillt, so haben die beiden Geraden
&(r) =21 — (t—7)Q(w) wnd &(7) =22 — (t — 7)Q"(u2)
einen Schnittpunkt £ = & (70) = &2(70) mit 0 < 79 < t. (Siehe Bild 30).
t

(xlvt) (xQ’t)

z2 — 1Q' (u2) z1 — Q' (w1)
Bild 30: Charakteristiken &;(7), &(7).
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Dort ist nach Satz 1.11.3

A(€(10),70) = {v} = {ur} = {ua}

im Gegensatz zu us > ui. Also gilt fiir diesen Fall A\¢(x2) > A\¢(x1).
Fiir ug < uy gilt Q' (u2) < Q'(u1), und wir haben hier

)\t(xg) =T — tQ/(Ug) > T — tQ/(U1> = )\t(.Tl) .

Damit ist die Monotonie gezeigt.

Mit der Funktion A¢(x) in (1.11.14) und der Inversen g zu Q' folgt dann fiir ¢ > 0 die
Darstellung der Funktion u als

w(zt) =g (%W) . (1.11.18)

Folglich gilt fiir irgendeine Zerlegung Z, von [a,b] und zj_1, z1 € Z,:

u(zp,t) — u(zg-1,t) = 9'(@)% ((zr — 1) — Me(@r) = Me(2-1)))

1
Q(9()

und wegen der Monotonie von \;(z) sowie ¢'((x) =

K K
Z lu(zg,t) — u(zk—1,t)] < ci(t,a,b) + ca(t,a,b) Z (Me(zr) — Me(wp-1))
k=1 =1

< a (t’aab) + 02(t7a7b)()‘t(b) - )‘t(a)) =3,

da die Summen Teleskopsummen sind, wobei c3 nicht von der speziellen Zerlegung Z, abhéngt.
Demnach gilt fiir die Totalvariation von u

lu(e.t)l[ BV, s < €
ii) Bei festem ¢ hat u(x,t) als Funktion beschrénkter Totalvariation die Darstellung
U=muy —uz,

wobei u; und us monoton wachsend und beschrankt sind. Die Funktion u ist also insbesondere
eine Regelfunktion. Also existieren die rechts— und linksseitigen Grenzwerte u, und w, in
(1.11.15).

Sei nun £ > z. Dann gilt

A(§) =€ —tQ (u(g 1) = o —tQ (u(x,t)) = M(z) .

Fir £ — = + 0 ergibt sich daraus

Q' (ur(zt)) = lim u(&t) < Q'(u(t)),

&—z+0

und dies impliziert wegen der Monotonie von Q'
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up(x,t) = glgg_ou(ﬁ,t) <wu(z,t) € A.

Andererseits folgt hieraus und aus der Stetigkeit von My (2,t):

lim Mmin(€7t) - Mmin<l’,t) - %E}n M(fvta U(f,t)) - M(xvtvur) .

E—a

Also gilt auch u,(z,t) € A(z,t) nach Definition von A. Ganz entsprechend zeigt man fiir den
Grenzwert von links wug(z,t) € A(z,t).

iii) Die Behauptung (1.11.17) folgt aus (1.11.15), denn w(z,t) ist bei festem ¢ eine Regelfunk-
tion beziiglich z und hat deshalb hochstens abzéhlbar unendlich viele Unstetigkeitsstellen &
(siehe [121] Bd.I, S. 131 Aufgabe 14). O

1.11.8 Korollar: Sei Q" > gy > 0. Dann gilt fiir t > 0 und jedes § > 0 die Ungleichung

u(x 4+ 6,t) —up(z,t) < L (1.11.19)
go-t

Beweis: Mit x = x;_1 und § = x — z liefert Gleichung (1.11.18) mit dem Mittelwertsatz
und der Monotonie von A (z):

1
Q" (Cr)

0

u(x 4+ 6,t) —up(z,t) = —y 0

(0 = (Me(zp) — Ae(mp—1))) <

| =

1.11.9 Satz [83] : Seien u; und ug die beiden ,Funktionen* aus Satz 1.11.7 zu fi; < fo mit
u1(z,0) = fi(x) und ug(z,0) = fo(x). Dann gilt fiir jedes © € IR und jedes t > 0 auch

up(z,t) < ug(x,t). (1.11.20)

Beweis: Es gilt

ul

Mt up) = /Q”(z) o — fulw — Q' (2))]dz < /Q”(z)[z (e — 1O (2))dz,
0

0

fiir jeden Zustand ug, denn M nimmt in %; sein Minimum an. Folglich erhalten wir
ug
[ @@ - he - @ @) 20
u1

und ganz entsprechend
Ul

[ @@~ e - 1@ @)z 2 0.

u2
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Beide Ungleichungen zusammen implizieren
u2
[ @@ fla 1@ @) - filw —1Q )z 2 0,
u1

und da der Integrand aufgrund unserer Voraussetzungen strikt positiv ist, mufl ue > u; gel-
ten. O

Satz 1.11.9 stellt die Eindeutigkeit sicher. Denn ist « und v jeweils ,,Losung® zu (1.9.11),
dann gelten wegen fi1 = fo = f: u < v < u fiir jedes (z,t).

Satz 1.11.3 erlaubt die folgende Definition, da £(7) = z — (t — 7)Q'(u) fiir u € A(z,t) und
0 < 7 < t wohldefinierte Charakteristik ist, die keine andere mehr schneidet:

K(zt) ={(¢n) eR*|0 <7 <tAQ (ur) < % < Q' (uw)} (1.11.21)

heifit charakteristischer Kegel zu (z,t). Entsprechend gilt dann fiir das
Einflu3gebiet
I(zt)={¢€R |z —tQ (u)) <& <z —tQ (up)} . (1.11.22)

Die beiden Charakteristiken &(x,t)(7) = x — (t — 7)Q'(u¢) und & -(z,t) (1) =z — (t — 7)Q’ (uyr)
sind die extremalen Randcharakteristiken von K, zwischen denen alle anderen verlaufen.
(Siehe Bild 31.)

()

(1) =z — (t — 7)Q'(ue) &r(m) =2 — (t—7)Q" (ur)

/
e I(at) — o

Bild 31: Charakteristischer Kegel und Einflussgebiet

1.11.10 Satz: Sei Q" > 0 und seien g und ty gegeben. Dann existiert zu t1 > tg > 0 genau
ein 1 € R mit K(zg,ty) C K(x1,t1).

Beweis: Es seien
y1 ==inf {y |y — t1Q" (ur(y,t1)) = 20 — toQ’' (ur(wo,t0))},

und y2 :=sup{y |y — 1Q" (ue(y,t1)) < 2o — t0Q' (ue(20,t0))} -

Fiir den Limes von oben y — y; + 0 ist w,(y,t1) monoton steigend und konvergent:
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ur(y1,t1) = ylilJIfl+0 ur(y,t1) € Alyi,tr)

Entsprechend gilt fiir den Limes von unten y — y2 — 0, dafl u(y,t1) monoton féllt und folglich
konvergiert:

ue(y2,t1) = ue(y:t1) € Ayast).

AuBlerdem gilt nach (1.11.16)
Up = Up .
Folglich sind
y1 — t1Q (ur(y1,t1)) = 20 — t0Q' (ur (20,t0)) ,
Y2 — t1Q" (ue(y2,t1)) < wo — toQ' (ue(o,to))

erfiillt. Daraus folgt wegen Q'(u,) < Q’(us) die Ungleichung

A (1) =y — 01 Q' (ur(y1,t1)) = Ay (92) = y2 — 11Q" (we(y2,th))
und daraus wegen der Monotonie von \; und Satz 1.11.7,

y2 < x1 <y mit xlzyl_;w-

Wir zeigen nun y; = ys.
Nehmen wir an, es sei yo < y; erfiillt. Dann gilt auch y» < z; < y;1, woraus

1 — 01Q (ur(z1,t1)) < 20 — t0Q’ (ur(20,t0))

folgt, denn andernfalls wire y; < x1 auf Grund der Definition von y; und damit auch ys = y;.
Ebenso gilt

2o — t0Q" (ue(zo,to)) < 21 — 11Q" (we(21,t1))

denn sonst wire 1 < yo auf grund der Definition von yo und wieder y; = . Also gibt es
einen Schnittpunkt (z.,t.) mit t, < tound ¢, < t1, zu dem zwei Losungswerte im Widerspruch
zu Satz 1.11.3 gehoren wiirden.

t (x1,t1)

(z0t0)

(T,tx)

(l’o — tOQl(uT(w?,tO))) (370 - toQ/(Ug(ZL'o,to)))

(z1 — Q' (ue(x1,t1))) (21 — 1Q' (ur(21,t1)))

Bild 32: Charakteristische Dreiecke im Falle y5 < 1 < 1.
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Auch aus der zweiten Ungleichung

21 — t1Q (we(x1,t1)) > o — t0Q' (we(wo,to))

erhélt man einen Schnittpunkt mit zwei Losungswerten.
Also mufl z1 = y; = y» richtig sein, d.h. x1 ist eindeutig bestimmt. O

Folgerung: Aus Satz 1.11.10 folgt fiir ¢; > Ty fiir die EinfluBgebiete

I(xo,to) C I(z1,t1) .

Mit Hilfe von Satz 1.11.10 definieren wir nun eine Verallgemeinerung der Charakteristiken.

Definition:
Fir t > tp > 0 heifit x = v(t) mit K(xo,t0) C K(y(t),t) (1.11.23)

die verallgemeinerte Charakteristik.

1.11.11 Satz: Sei Q" > 0. Dann ist u(z,t) € A(x,t) fiir Ty > 0 bei festem x von beschréinkter
Totalvariation beziiglich t auf [0,Tp].

Beweis: Der Beweis erfolgt in drei Schritten.
Dazu sei ¢ € IR die Nullstelle von Q'(u), falls @' das Vorzeichen wechselt. Dann ist
Q' (v) > 0 fiir v > c und Q’'(v) < 0 fiir v < ¢.

i) Wir betrachten zunéchst f(z) > c. Sei erst f(x) > ¢. Dann ist Q'(u) > 0, da fiir jedes u €
A(zpt) gilt: u = f (ac —tQ’ (u)) Wenn Stofle auftreten, gilt wegen der Rankine-Hugoniot—
Bedingung (1.9.25) £ > 0 und folglich am Stof wegen (1.11.16) u(w,t + 6t) > u(a,t) fiir
ot > 0. AuBerdem ergibt sich fiir eine beliebige Zerlegung 0 = tg < t1 < --- < tpr = Tp
von [0,7p] wegen Satz 1.11.10:

r—Ty- max Q' (v <Aty oS Ay KA << Ao =
[0 <2[1fll Loo ! ’

dies ist eine Zerlegung auf der z—Achse ! (Sie Bild 33.) Also haben wir

M-1
Z |u($7tj+1) - u(xjtj” = Z ‘f()‘tj+1(x)) - f()\tj (aj))’ < Hf”BV([m—TO max Q’, x]) »
=0

unsere Behauptung fiir f(z) > c.

Ist f(x) = ¢, so ist u = ¢, und die Ungleichung gilt trivialerweise, denn auf der linken
Seite steht Null.
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! X
>\tM l':)\o

Bild 33: Zeitliche und raumliche Zerlegung

< ¢, so erhalten wir analog die Zerlegung auf der Anfangsachse: z = A\o(x) <
Ay () <o < gy, (2) <z + T - max |Q'(v)], also wieder

|u(x,9) [ Bv(0,10) < IIf1l BV (20470 max |Q7]) -

iii) OBdA. untersuchen wir nun «(0,t). Dann zerlegen wir:
vt = max{u(z,t),c}, u” = min{u(z,t),c},

sowie

fr(@) = max{f(x).c}, [~ (2):=min{f(z).c},

also
u=u"4+u" —c sowie f=ft +f —c.

Fiir u > ¢ haben wir u(0,t) = f*( —tQ’'(u)) > ¢, also u = u" und entsprechend u = u~
fir u < c.

Andererseits sind v und u~ die jeweiligen Werte aus

AT (z,t) = {u € A(x,t) |u > ¢}

und
A (zt) ={ueAlzt)|u<c},

und es gelten aufgrund von i) und ii):

lut(0.0)ll5v < I/ v s llu=(0.8)l5v <IIf v

sowie
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[u(0,0)||By = [[u™(0,0) +u"(0,0)| gy
< ||lut(0,0)||pv + ||[u(0,0)| BV
<|If*lsv + 11/ Ilsv < 2| fllBv

denn es gelten

| (@rg1) — T (@e)| < | (@p41) — f(2x)| und
|f7 (@ka1) = 7 ()| < | f(2rs1) — fzn)]

fiir jede Zerlegung. O

1.11.12 Lemma: Sei xg # & aus Satz 1.11.7, d.h. keine Unstetigkeitsstelle von u(x,t) bei
festem t und sei f(x) stetig. Dann gilt

8Fmin

Beweis: Sei u € A(x,t) und up € A(zo,t) = {uo}. Dann folgt aus der Definition in (1.11.9)
die Abschitzung

z—tQ' (u)
/ f()dz = F(zt;u) — F(xo,t;u)
zo—tQ’ (u)
< Flrt;u) — Flzost; uo)
= Fmin (1‘,15) — fmin(-%'oat)
z—tQ’ (uo)
< F(z,tyuog) — F(xo,t;ug) = / f(z)dz.

x0—tQ’ (uo)

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung liefert folglich fiir = # x¢

fmin(x;t) - fmin((EO?t)
r — X

FE —tQ'(u)) < < f(€™ —tQ' (uo))

mit geeigneten Stellen £*, £** zwischen x und xg. Fiir ¢ — 29 — 0 gilt u(z,t) — ug(xo,t) = uo
und wegen der Stetigkeit von f:

Flao— tQ/(ug)) < lim _ Zin(@D = Fnin(@0.t)

z—x0—0 T — X

< f(zo — tQ'(uo)) -

min

Demnach existiert die linksseitige Ableitung

Entsprechend ergibt sich mit z — x¢ + 0 und wu(z,t) — u,(zo,t) = ug die rechtsseitige
Ableitung mit dem gleichen Wert. Also existiert die Ableitung, und es gilt
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8»fmin

Ey (zo,t) = flwo — tQ'(uo)) = u(o,t) . o

Definition: Das durch die beiden Geraden 7 = t; und 7 = t5 > t; > 0 sowie die Charakte-
ristiken

§1(1) = 1 — (t2 — 7)Q"(u(z1,t2)) und &o(7) = 2 — (t2 — 7)Q' (u(w2,t2))

berandete Trapez nennen wir charakteristisches Trapez (siche auch Bild 34).

'
tLT™ — — —
&1(t) §a(t) = 22 — (t2 — 1)Q'(u2)
hi- — f——\
/ \
/ \
/ \
- e,
T xI9

Bild 34: Charakteristisches Trapez

1.11.13 Lemma: Sei Q” > 0. Dann gilt fiir jedes charakteristische Trapez T

Ir = f(ud:v —Qdt) =0. (1.11.25)
oT

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir t; = 0. Dann gilt wegen (1.11.24) und der Stetigkeit von
fmin:

Ir, = Finin(2 — 12Q'(42),0) — Frnin (1 — t2Q'(u1),0)

+ O/(UQQI(UQ) — Q(ug))dr — O/(UlQI(Ul) — Q(uy))dr

- ~¢‘min(x27t2) + fmin(-rlth) .

Nun verwenden wir (1.11.9) sowie die Tatsache, dass u = u; entlang &;(¢) und u = us entlang
&2(t) konstant sind und erhalten
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T2—t2Q" (u2)
o= [ £ (/) - Q) - (@ () - Q)
z1—t2Q’ (u1)
z2—t2Q’ (u2)
= [ Hed (/) - Q) + ta(rQ (1) — Qur)
z1—12Q’ (u1)
=0.
Daraus folgt die Behauptung sofort mit 7' = T5 — T7. O

(1.11.25) gilt fiir jedes charakteristische Trapez, also auch fiir solche, die in charakteristische
Kegel entarten.

1.11.14 Folgerung: Die Gleichung (1.11.25) fiir jedes charakteristische Trapez impliziert,
daB u schwache Losung ist. (Satz 1.9.4 fiir alle charakteristischen Trapeze statt Kugeln!) Des
weiteren erfiillt u die verschérfte Laxsche Entropiebedingung wu, > u,.

Folglich ist die von uns konstruierte Losung u schwache L&sung beschrinkter To-
talvariation im Sinne von Cesari—Tonelli, erfiillt die Laxsche Entropiebedingung und ist die
einzige Losung im Kruzkovschen Sinne.

1.12 Die diskretisierte Konstruktionsmethode nach M. Kunik

Kuniks Konstruktionsmethode [84] beruht auf der Idee, die Komposition der FluBfunktion mit
den Anfangswerten, das heifit die charakteristischen Richtungen, durch stetige stiickweise
lineare Funktionen zu interpolieren.

/]

T

1 1 1 T T

Th Tk x
Bild 35: Die charakteristischen Richtungen Q'(f(xy)) werden linear interpoliert.

1) Bestimme my, und ny, so dass die Gleichungen

myxy 4+ ng = Q' (f(xx))
myzpr1 + ng = Q' (f(Tr41))

gelten und definiere neue Anfangswerte f(§) durch

mié +ny = Q'(F(€)) fiir zp, < €< apyr, dh f(€) == glmpé + ng) (1.12.1)
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mit der zu Q' inversen Funktion g(¢) = Q'(=1)(¢).
Zu der ,neuen“ Angangsbedingung f bestimmen wir nun A bzw. .
Fiir irgendeinen Punkt (x,t) mit ¢ > 0 und u € A(x,t) gilt ja die Losungsdarstellung

u(x,t) = f(z —tQ'(0)) = glmy(x — tQ' (W) + ny) (1.12.2)

und damit
Q' (W) = mi(z —tQ' (W) + ni .

Diese Gleichung kénnen wir nach Q'(%) auflésen und erhalten

~ + nk)

") — (mi )

Q@) (14 tmy)

Also ist w fiir das richtige zugeordnete Einfluss-Intervall I(zy,xr+1) bekannt:
Wwt) = g (M) _

1.12.
14 tmy ( 3)

Hat man also (z,t) mit ¢ > 0 gewéhlt, so ist das Problem jetzt, das richtige Einflulintervall
I(zg,xp41) zu finden. Aber wir wissen, es gilt

Flat;u) = kerggclt) F(,t; ug)

(t)

Bild 36: Die charakteristischen Richtungen Q’(f(zx)) werden linear interpoliert

Hierbei ist S := max{|Q! .|, |@" .|} und

min

Qs = 5D Q'(F(2)), Qi = inf Q(F(2))

z€lR

Die Indexmenge Z(z,t) definieren wir durch
IZ(zt) :={k e N|z—tS <z <z+1tS}.

2) Demnach kénnen wir u aus dem endlichdimensionalen Minimierungsproblem
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F(x,t;u) = min F(x,t;uk(x,t))

kET (x,t)
= Wl (FP) () (1124
-Qo(F )] + i)

mit

(z—tng)/(1+tmy)

Li(wt) == / Fe)de

ermitteln, wobei wir z — tQ'(uy) = 1 Ht”’“ verwendet haben. Die Integrale Ij(x,t) lassen sich

erheblich vereinfachen. Dazu definieren wir den Index

—1
M := max j’:cjgw .
1+ tmy

1.12.1 Lemma: Das Intergal Iy (z,t) 148t sich explizit ausdriicken durch
M_1 Tit1 (z—tng)/(1+tmy)

e =3 [ stmsgrnpaer [ gtmug + e
=0 Tj TM
M-—1 1

o {mjagi +n5) f(501) = Qf (w541) (1.12.5)

k:

— (my; + ) f;) + Q(f () |
1 (x — tny) ~rx —tny ~rx —tny
+ @{(mMu T tmy) +"M>f<1 —l—tmk) - Q(f(1 —l—tmk>)
— (magzas + nan)f (war) + Q(f (o)) |
Das bedeutet fiir (1.12.4), dass bei vorgegebenem Punkt (x,t) mit ¢ > 0 nur endlich viele

Werte F (m,t; ﬂk(x,t)) fiir k € Z(x,t) miteinander zu vergleichen sind, die auch noch explizit
durch bekannte Funktionen ausgedriickt werden. Das Verfahren ist deshalb “superschnell”.
Dariiberhinaus gilt die folgende Fehlerabschétzung:

1.12.2 Folgerung: Fiir die Losung u des Niaherungsverfahrens gilt wegen des Satzes 1.10.9
von Kruzkov die globale Fehlerabschétzung
b+-St
/|u @t ~dwnlds < [ 170 Fledg (1.12.6)
a—St
< cb—a+2S-t)wr(Agz).
Hierbei ist wy der Stetigkeitsmodul von f.

Aufgabe 26: Man beweise Lemma 1.12.1. Dafiir erweist sich die Beziehung %{sg(s) -
Q(g(s))} = g(s) als niitzlich.
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1.13 Frontverfolgungsmethode (nach [64] )

Diese Methode beruht im Gegensatz zu (1.12.1) auf der Idee, die Flussfunktion Q(u) im Zu-
standsraum durch eine stetige lineare Interpolationsfunktion @ (u) zu ersetzen und stiickweise
konstante Losungen mit Hilfe des Oleinikschen Entropiekriteriums, Satz 1.10.4, zu konstruie-
ren. Die Approximation geht ebenfalls auf Dafermos zuriick [39] .

Zur Erlduterung wihlen wir das im Buch von Holden und Risebro [64] beschriebene
Beispiel:

Man bestimme die stiickweise stetige Losung des Riemann—Problems

on 0

e + %(Q(u(x,t))) =0 firzrelR undt >0,
2 fir z < 1,
u(z,0) = f(z) = ¢ -1 fiir oy <z < 29, (1.13.1)
1 fir zo < x
mit der Flussfunktion
-5 fiir u < 0,
Qu) =1 % fir 0 <w <1, (1.13.2)
%u -1 firl<uw.
Die Flussfunktion @ in (1.13.2) ist stiickweise linear, stetig und konvex (aber nicht streng
konvex).
Fiir eine lineare Flussfunktion
Q(u) = au + ug (1.13.3)
konnen wir die Lésung auf Grund des Chrakteristikenverfahrens in 1.3 sofort explizit angeben:
u(z,t) = f(x —at) firt >0 undz € R. (1.13.4)

Da die Anfangsdaten stiickweise konstant vorgegeben sind, erhalten wir in einer Umgebung
der Anfangskurve eine stiickweise konstante Losung, die allerdings Spriinge entlang Stofen
bzw. Unstetigkeitskurven aufweist. Fiir kleine ¢ > 0 und x < z1 ist die Losung v = up = 2 ,
in der Umgebung von z; und fiir x > x1, u = u, = —1 < uy = 2. Folglich bildet sich ein Stofl

mit der Geschwindigkeit 1 = (Q(us) — Q(ur))/(ug —u) =1 = %; die Sekante zwischen
(ueQ(ur)) und (ur,Q(u,)) muss nach Satz 1.10.4 oberhalb Q(u) verlaufen. (Siehe Bild 37.)

Links des Stofles £(t) = a1 + %t herrscht demnach der Zusand v = 2 und rechts desselben der
Zustand © = —1.

Q
9 |
21
1
>y
1]
2
) 1 2 Y

Bild 37: Stiickweise lineare Flussfunktion
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Am Anfangspunkt a9 bei ¢ > 0 sind uy = —1 fir x < 29 und w, = 1 fiir x > a9
die konstanten Zustidnde, die wegen uy < w, nun durch die untere Einhiillende von Q(u)
miteinander verbunden werden miissen. Folglich entstehen hier zwei Stéfle zwischen uy =
—1,u, = 0und uy = 0, u, = 1 mit den Geschwindigkeiten 3 = (Q(—1)—Q(0)) /(-1-0) = 1
und £3 = (Q(0) — Q(1))(0 — 1) = 3. Fiir &(t) = 22 — 5t < 2 < &3(t) = @2 + 3t ist demnach
u = 0, denn dort kann die Losung als Ahnlichkeitslosung beschrieben werden, wihrend in der
Umgebung von 9 fiir © < &(t) der Zustand v = —1 und fiir £3(¢) < x der Zustand u = 1
herrscht. Dies geht so lange gut, so lange sich &£1(t) = x1 + %t und &(t) = xe — %t nicht
schneiden, was dann fiir 3 = %(xl + x9) , t3 = x9 — w1 der Fall ist. Fiir ¢ > t3 treffen nun die
Zustdnde uy = 2 > u, = 0 aufeinander, werden also durch einen Stof3 zur Sekante oberhalb
Q(u) von einander getrennt. Dieser hat die Geschwindigkeit ¥4 = (Q(2) — Q(0)) /(2—0) =1,
und fiir z < &(t) = x3 + (¢t — t3) und ¢ > t3 herrscht der Zustand u = 2, wihrend fiir
x > &4(t) und t > t3 der Zustand u = 0 herrscht. Dies geht nur so lange gut, bis sich £3(¢)
und &4(t) treffen, was bei t4 = 3(z2 — 1) und =4 = %(5.%'2 — 3x1) der Fall ist. Fiir t > t4
treffen nun die Zusténde uy = 2 und u, = 1 < uy aufeinander und werden durch den Stof}
mit der Geschwindigkeit X5 = (Q(2) — Q(1))/(2 — 1) = 3 voneinander getrennt. Damit ist
die Entropielosung fiir ¢ > 0 vollstdndig bekannt (siche Bild 38).

t

ty +

t1

! x
uyg =2 ugp=-—1 ug =1
T1 T2

Bild 38: Frontverfolgungs—Entropie-Losung

Wie in unserem Beispiel kann das Frontverfolgungsverfahren fiir das Cauchy—Problem
einer skalaren Erhaltungsgleichung (1.9.2), (1.9.4) dann wie folgt durchgefiihrt werden:

i) Approximiere die Flussfunktion Q(u) fiir |u| < 2||f||Leo durch eine stetige, stiickweise li-
neare Flussfunktion Q°(u);

i1) approximiere die Anfangsdaten f(x) durch stiickweise konstante Daten f"(x).

i1i) Lose das approximierende Cauchy—Problem
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% + %Qé(ﬂ(aj,t)) =0 firt >0,z € R undu(z,0) = f7(x) (1.13.5)

exakt unter Zuhilfenahme des Oleinikschen Entropiekriteriums, Satz 1.10.4.

Im folgenden werden wir zeigen, dass untergeeigneten Voraussetzungen an Q(u) und f(x)
die Losungen u(z,t) gegen u(z,t) konvergieren.

Wie in unserem Beispiel ist die Losung u(z,t) zu jeder Wahl von 6 und n > 0 jeweils
stiickweise konstant, und die konstanten endlich vielen Lésungswerte sind durch endlich viele
“StoBe” mit endlich vielen Interaktionen voneinander getrennt. Die Losung w ist die schwache
Kruzkovsche Entropielosung von (1.13.5). Zugehorige numerische Implementierungen berech-
nen die Losung “superschnell”.

1.13.1 Satz: 1 und ()3 seien stiickweise lineare, stetige Flussfunktionen, und u und v seien
Die Kruzkov-Lésungen der Riemann—Probleme zu

Qu + 2(Ql(u(x,t))) =0 firt >0,z €IR,
gfj ‘981' (1.13.6)
Jv 0 _ 0 fi
5 +8m(Q2(v(x,t))) 0 firt>0,z€R,
w(z.0) = v(x,0) = {ue ftlr x <0,
u,  fir xz > 0.
Dann gilt fiir t > 0 die Abschitzung
d
— / lu(z,t) —v(x,t)|de < sup Q) (w) — QY (w)] |ug — uy| . (1.13.7)
dt & wWE[ug,ur|U[ur,ug]

Beweis: Wir fithren hier nur den Beweis fiir den Fall, dass J1 und ()2 beide konvex sind.

i) Sei uy > u,. Dann gibt es zu v und zu v jeweils einen Stofl mit der jeweiligen StoBgeschwin-

digkeit
Qu(ue) = Quur) o5 _ Qo(ue) — Qo(ur)
Up — Uy v Up — Uy '

Sy =

Sei 0BdA ¥, > ¥,,. Dann ist u = uy fiir z < &,(t) und u = w, fiir z > &,(t) sowie v = wuy
fiir x < &,(t) und v = u, fiir x > £,(¢). (Siehe Bild 39.)

t Y.

at) &)

Bild 39: Stofie zu v und v
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Folglich gilt fiir ¢ > 0:

Eo(t)
/|u(m,t) —v(z,t)|dx = / (ug — up)dx
R Eu(t)
(g — ur){ Q2(ue) - Qa(ur)  Qu(ur) - Q1(Ur)}
Up — Up Up — Uy
=t [ (@) - Q)
und somit
& [t —vwolas = [ (Quw) - Qhw)du
R Up
~ [101w) - Qyfw)ldu, (1.13.8)

woraus die Behauptung (1.13.7) folgt.

ii) Seinun uy < wu,. Sowohl u als auch v sind dann stiickweise konstante Frontverfolgungslésungen,
deren Zusténde sich {iber die Unstetigkeitslinien gemafl Satz 1.10.4 nur entlang den kon-
vexen Flusskurven @Q1(u) bzw. Q2(v) dndern kénnen. Insbesondere gelten dann

u(x,t) = v(w,t) = up fiir v < tQ,;, mit
Quin = min{Q' (w) , Qa(w) [ug < w < uy}

u(z,t) = v(x,t) = u, firz>tQl,, mit

max

Qnax = max{ Q) (w) , Qo(w) | ue < w < uy}

Dort geniigen u und v dann sogar jeder der Differentialgleichungen (1.13.6), da sie kon-
stant sind. Wegen der hier vorausgesetzten Konvexitit von (01 und Q2 bedeutet das, dass
u(x,t) und v(x,t) bei festem ¢ > 0 konstant und beziiglich  monoton wachsend sind.
Sei die endliche Menge {w; < wy < -+ < wy} mit w; = uy und wy = u, die Vereinigung
aller Eckpunkte von 1 und Q2 in der Zustandsebene. Dann haben wir aulerdem wegen
der vorausgesetzten Konvexitit von Q1 und Qo:

Quin < Q' l(wy,w0) < Q'] (w2,w3)
Quuin < Qb(wy,ws) < Q5| (wa,w3)

/ /
- < Ql’(wN,l,wN)S Qmax7

<..
S U S QIQI(IUN,L’LUN)S Qinax °

Wegen uy < w, sind unter Beachtung von Theorem 1.10.4 sowohl fiir u als auch fiir
v Zusténde nur entlang der unteren Enveloppe von @)1 bzw. Q2 moglich, wobei beide
Flussfunktionen fiir w < w; durch Q;j(w) = (w — w1)Q;, + @Q;(w1) und fiir w > w;y
durch Qj(w) = (w — wWN)Qiax + Q;(n) fortgesetzt werden konnen.
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up =0 I Uy

i x
z* (t7u3)

Bild 40: Unstetigkeiten entlang x = £(t) + tQ'|(w, w,..)

In jedem Winkelbereich in Bild 40 ist sowohl u als auch v konstant und nimmt {iber den
“Stof” entweder zu oder behilt seinen Wert. Wir nehmen zur Erlduterung einmal an, es
gelte:

up <up <ug <uguy <vp <vg <z, sowie v < ug vy <up und uz = vz

Dann ergibt sich
x*(t,u3)
(u(w,t) — v(z,t))dx

= ult(Q/1|(w1,w2) - Qinin) + UQt(Q/1|(w2,w3) - Q,1|(w1,w2))
— 01t(Q% (wy ws) — @nin) — V2H(Q | (1s,15) — Q2 (w1 ,w))

= t(v1 — ug) Quuin + t(v2 = V1) Q3| (1,0 + (V3 — V2) Q2 (wp )
- t(ul - uf)Qinin - t(UQ - ul)Q/1|(w1,w2) - t(u?) - uQ)QII‘(wQ,’wg)
+ tu3(Q/1‘(w2,w3) - Q/2|(w2,w3))

u3

= _t/ (Qll (w) - Qé(w))dw =+ tu3(Q/1|(w2,w3) - Qé’(wmwg)) .

Up

Der Punkt z*(t,u3) gehort zur gleichen StoBgeschwindigkeit fiir w und fiir v; dort gilt deshalb

Q/1|(w2,w3) = Ql(uji : 2221(U2) - QQ(US; : ZZ(U2) = Q/2|(w2,w3) .

Wir erhalten also

z* (t,us3) us
uet) — vla)ldz = [ (@hw) - Q4w))dw.

Nun nehmen wir der Einfachheit halber an, dass u; < v; fiir 3 < j < N gilt. Wir erhalten
dann entsprechend
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/ (v(z,t) — u(z,t))dt = —t/ (Qy(w) — QY (w))dw
x*(t,u3) u3

— tu3(Q2 (ws,ws) — @1l (wsws)) »

wobei der letzte Ausdruck wie vordem wegfillt, und schliefllich

d
/\ (2.8) — v(w,b)|dt

— {/’(Q’Q(w) — Q1 (w))dw + /(Q'l(w) - Q’Q(w))dw} )

Insgesamt erhalten wir also wieder eine Gleichung wie (1.13.8), namlich jetzt
d
7 lu(x,t) —v(z,t)|de = \Ql (w)]dw, (1.13.9)
R

woraus die Abschitzung (1.13.7) sofort folgt.
Fiir den Fall nichtkonvexer Flussfunktionen @;(w) sind diese fiir uy > wu, durch die

konkaven Enveloppen @;(w) fiir j = 1 und 2 nach Satz 1.10.4 und fiir u, > wu, durch die
beiden konvexen Enveloppen @;j(w) zu ersetzen. Dann ergeben sich die Gleichung (1.13.8)

mit C/Q\j’ (w) und die Gleichung (1.13.9) mit Q;'(w). Um aus diesen beiden Gleichungen jeweils

die Abschitzung (1.13.7) zu gewinnen, ist ein Satz von Crandall und Tartar anzuwenden, den
man in [64] findet. Wir verzichten hier auf die Darstellung der Details. 0

Wenn f(z) stiickweise konstant vorgegeben wird, gilt (1.13.7) “lokal” und impliziert fiir zwei
Frontverfolgungslosungen die Abschitzung

d
—[lu(e,t) —v(e,t)[|z, <1Q}(w w)| > [[If
dt e Z (1.13.10)
< Qi - Qz||Loo<fzuf||LW2Hf||Lw>HfHBV

fiir 0 < t < t1, wobei t; > 0 die Zeit zum ersten Kollisionspunkt der Unstetigkeitsfronten bei-
der Frontverfolgungslosungen v und v ist und [f]; den Sprung von f an der Unstetigkeitsstelle
x; bezeichnet. Wir erhalten demnach

[u(e,t) —v(et)llz, <t[Q) — QallL.llflBv - (1.13.11)
Zur Zeit t; — 0 sind u(z,t1) und v(z,t;) stiickweise konstant als Frontverfolgungslosungen.
AuBlerdem gilt das folgende Lemma.

1.13.2 Lemma: Sei u Frontverfolgungslésung zu stiickweise konstanten Anfangswerten f(x).
Dann gilt fiir jedes to > t1 > 0 die Ungleichung
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[u(e,t2) v < [lu(e,t1)|[ By - (1.13.12)

Den Beweis stellen wir als Ubungsaufgabe.

Sei nun t; < t < ty und t9 die nichste Kollisionspunktzeit zu v oder v. Fiir diese ¢
konstruieren wir uns eine Vergleichslésung zu den stiickweise konstanten “Anfangswerten”

bei t = tli P P
w } )
N + %(Ql(w(:v,t))) =0 furt > t; mit w(z,t;) =v(z,ty).

Dann gilt fiir t1 <t < to:
Hu(.vt) - ’l)(O,t)HLl < Hu(.at) - w(.ﬂt)HLl + Hw(.7t) - U<.7t)HL1

Fiir den ersten Term auf der rechten Seite verwenden wir (1.10.24), den Satz 1.10.9 von
Kruzkov, wahrend w(z,t) und v(z,t) gleiche “Anfangswerte” bei ¢t = ¢; haben, und (1.13.11)
zwischen t1 und t9 verwendet werden kann:

[u(e.t) = v(et)|L, < llu(e,tr) —v(et)llL, + (t = 1)@ — QallLollv(ety)llBy -

Mit (1.13.11) fiir den ersten Term und Lemma 1.13.2 fiir den zweiten erhalten wir

[u(et) —v(et)l|L, <tallQ) — Qallo Nl fllBy + (t —t)[Q) — sl BV,

d. h. schlieSlich
Ju(o.t) — v(ot)l1, < H1Q% — Qsllullflpy fir alle t > 0. (1.13.13)

O
Nun kann man beliebige Anfangsdaten f € L1(IR) N BV (IR) durch Treppenfunktionen fs
approximieren, so dass

lm {{lfs = fllz,ary + 1fs = fllBvary} = 0 (1.13.14)

gilt. Ausserdem kann jede stetige, fast iiberall differenzierbare Flussfunktion Q(u) mit Q’(e) €
€ (€ Raum der Regelfunktion versehen mit der Supremum—Norm) durch stetige stiickweise
lineare Flussfunktionen Q;(u) auf jedem kompakten Intervall v € I € IR so approximiert

werden, dass gilt
lim sup |Q)(u) — Q"(u)] = 0. (1.13.15)
J7o0 wel
Zu jedem approximierenden Paar von Flussfunktionen @); erhédlt man dann eine Frontver-
folgungslosung, die Kruzkovsche schwache Entropielésung ist. Aus (1.13.13) folgt dann die
Existenz einer Grenzfunktion u(z,t), die fiir fast alle x erklért ist. Des weiteren gilt fiir belie-
biges, gewahltes k € IR, dass

lim  |ujs(z,t) — k| = |u(x,t) — K| (1.13.16)

j—00,6—0

fiir fast jedes x punktweise gilt mit u(e,t) € L1; entsprechend gilt mit dem Satz von Lebesgue
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lim / sign (ug5(at) — k) (Q; (wjs(,t)) — Q;(k))

Jj—oo

0=0 jz|<R
—sign (u(z,t) — k) (Q(u(z,t)) — Q(k))|dz =0 (1.13.17)

fiir jedes R > 0. Deshalb erfiillt u(z,t) die Bedingungen (1.10.22) und ist eine schwache
Kruzkovsche Entropielosung. Somit haben wir den folgenden Existenz— und Vergleichssatz.

1.13.3 Satz: Sei f € Li1(IR)NBV (IR)N L (IR) und Q(u) fast iiberall differenzierbar mit Q" €
E[—R,R] mit R :=2||f| L., . Dann existiert genau eine schwache Kruzkovsche Entropielésung
u(z,t) des Anfangswertproblems

ou 0

5 + %(Q(u(x,t))) =0 fiirt >0 und u(z,0) = f(x). (1.13.18)

Ist v(x,t) schwache Kruzkovsche Entropielésung eines entsprechenden Anfangswertpro-
blems mit der Flussfunktion Q(v) und Anfangsdaten g, so gilt die Abschéitzung

[u(e,t) —v(ot)|lL, vy < If — 9llL,(w)
+¢-min{|| f| v, ||g||Bv}su€5>\@’<w> ~Q'(w)| (1.13.19)

mit [ = [-R,R] und R = max{2|f|lr.. , 2|l9llz..}

Beweis: Der Existenzsatz wurde bereits oben bewiesen. Zum Beweis des Vergleichssatzes
nehmen wir oBdA. ||g||pv < ||fllpv an und definieren noch die schwache Kruzkovsche Entro-
pielésung w(z,t) zu

wi + (Q(w)),, = 0 und w(z,0) = g(x).

Dann gilt mit dem Satz 1.10.9 von Kruzkov und (1.13.13) schlieBlich die behauptete Unglei-
chung

[u(e,t) —v(et)][z, < [lu(et) —w(et)l|L, + [[w(et) —v(et)]|L,
<Nf = gl + tsup |Q'(w) — Q' ()| llgll By -

O

Zusammenfassend haben wir den folgenden zentralen Satz fiir skalare rdumliche eindi-
mensionale Erhaltungsgleichungen.

1.13.4 Satz: Sei f € L1(IR) N BV(IR) N Loo(IR) und Q(u) fast iiberall differenzierbar mit
Q' € E|-R,R], R =2||f||r..- Dann hat die eindeutige schwache Kruzkovsche Entropielésung
des Angangswertproblems (1.13.18) fiir t € [0,00) die folgenden Eigenschaften:

i) Maximum-—Prinzip:
Ju()|Le < 1fllze - (1.13.20)

ii) Totalvariationsabnehmend:
[u(et)lBv < IfllBV - (1.13.21)
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iii) Li—kontraktiv: Sind f und g zwei Anfangsdaten, so gelten fiir die zugehérigen schwachen
Kruzkovschen Entropielosungen u und v:

[u(et) —v(et)lL, <|f —gllL, - (1.13.22)
iv) Monotonieerhaltung:

Ist f monoton, so ist auch u(e,t) monoton bei festem ¢ > 0. (1.13.23)

v) Monotonie des Losungsoperators:

f(z) < g(x) hat u(z,t) < wv(x,t) fir fast jedest > 0

\ (1.13.24)
und fast jedes x € IR zur Folge .
vi) Die Losung ist in Ly beziiglich t Lipschitz—stetig:
[u(e,t) —u(e,s)|r, < Sup Q" (W) Ifll vt — s| (1.13.25)
we

fiir beliebige t,s € [0,00).

Aufgabe 27: Man beweise Lemma 1.13.2.
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2 Vollstindig integrable iiberbestimmte Systeme
erster Ordnung

Wir hatten im Kapitel 1 gesehen, daf fiir die Losung einer Differentialgleichung erster Ord-
nung noch eine beliebige Anfangsfunktion vorgegeben werden konnte. Damit stellt sich die
Frage, ob ein System erster Ordnung mit einer gesuchten Funktion auch Losungen hat. (Siehe
hierzu auch [58] §18.3, [115] .)

2.1 Zwei Gleichungen erster Ordnung

Statt einer Gleichung erster Ordnung betrachten wir nun
F(zy,u,p,q) =0 und G(z,y,u,p,q) =0, (2.1.1)
d.h. ein System erster Ordnung von zwei Gleichungen fiir eine gesuchte Funktion
uw(z,y) mit p=u, und ¢ =wu,.
Setzen wir voraus, dafl die Determinantenbedingung

’Fp Fo | g (2.1.2)

Gp Gy

erfiillt ist, dann kénnen wir mit dem Satz {iber implizite Funktionen das System (2.1.1) nach
p und g auflésen und erhalten lokal das System

Uz = f(x7yau)7
uy = g(zyu). (2.1.3)

Dieses System ist dquivalent zur Pfaffschen Differentialgleichung
w:=du— fdr—gdy =0. (2.1.4)

Die Pfaffsche Differentialgleichung (2.1.4) bedeutet:
Man finde eine Mannigfaltigkeit Mo in der Gestalt u = u(x,y) derart, daB fiir die Differenti-
alform w die Gleichung

= du‘M2 — f|M2d£L‘ —g‘MQdy =0dxr+0dy =0

“lamy

auf Mo gilt.
Wenn es eine Losung u = u(z,y) gibt, dann muf} auf ihr die Integrabilitéitsbedingung

Ugy = Py = Uzy = (qx

gelten. Das bedeutet mit (2.1.3) die Relation
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fy"’fug:gz + guf - (2.1.5)

Definition: Das System (2.1.3) heiBt vollstéindig integrabel in G C IR?, wenn dort die
Gleichung (2.1.5) erfiillt ist.

Mit der Definition der dufleren Ableitung rechnet man sofort aus, dafi sich (2.1.5) auch in
Pfaffschen Formen ausdriicken 14f3t.

2.1.1 Beobachtung: (2.1.3) bzw. (2.1.4) ist vollstidndig integrabel genau dann, wenn gilt
wA[dAw]] =0 (2.1.6)

oder wenn eine Pfaffsche Form ¢ = Pdx + Qdy + Rdu existiert, so daf} gilt:

[dAw]=[9Aw]. (2.1.7)
2.1.2 Beispiel: Fiir das System
y* +u’ y
up = = fouy=-L =y
xu U
bzw.
2 2
w=du—"2 tu dx+gdy:0
U u

priife man die vollstdndige Integrabilitdt nach.

Hier sind
2y 2 u2+y2 Y
fy:_7fu:__ 2 7gx:Oagu:_27
TUu X TU u
2 2
Yy t+u Yy
gx+fgu: 'ﬁzfy+gfu-

Folglich ist das System vollstéindig integrabel. Zum gleichen Ergebnis kommen wir natiirlich

bei Verwendung der Pfaffschen Formen:

2+
xu

[dAwW] = [dAdu] — [dA dﬂc]—l—[d/\%dy]

2 2 2 2
= “ldz A dy) + (— _Z +2y )[dw/\du] + %[dyAdu],
zu x zu u
2, 2
[(du—y tu dx + gdy) A [d/\w]]
zu u
2 2 2 2 2 2
_ {_y__y+y(“ +y) o) .i}[dmdyAdu] —0,
Tu U xud Tu u?
das entspricht Bedingung (2.1.6). 0

Fiir die Losung iiberbestimmter Systeme gilt der folgende Existenz— und Eindeutigkeits-
satz.



2.1 Zwei Gleichungen erster Ordnung 109

2.1.3 Satz: Das System (2.1.3) hat durch jeden Punkt (x¢,y0,uo) € G genau dann eine Losung
u = u(z,y), wenn (2.1.3) vollstindig integrabel ist. Ist das System vollstindig integrabel, so
ist die Lésung durch (z9,y0,u0) eindeutig.

Beweis: Zum Beweis dieses Satzes nehmen wir zunéchst an, dafl

i) v = u(z,y) Losung von (2.1.3) sei. Dann gilt

uxy = [f(:c,y,u(x,y))]y = uyx = [g(x7yau($ay))]xa

also mit der Kettenregel und (2.1.3)
fy+fu'g:gz+gu'f-

Dies gilt insbesondere in (xg,yo,up). Da (z¢,y0,u0) in G beliebig gew#hlt werden kann, folgt
die Behauptung.
ii) Sei (2.1.3) vollstindig integrabel. Dann betrachten wir die Gleichung (2.1.4) auf der Ge-
raden

r=x0+c1t , y=1yo+cat.

Dort erhalten wir die
gewdchnliche Differentialgleichung fiir U (t) := u(zo + c1t, yo + cat):

% =c1f(zo+ cart, yo+ cat, U) + cag(xo + 1t yo + cat , U) (2.1.8)
mit U(0) = u(xo,y0) = ug -
Dieses Anfangswertproblem hat fiir f,g € C' genau eine Losung
u = Ul(cr,c2,t;x0,Y0,u0) - (2.1.9)
Die Losung des iiberbestimmten Systems (2.1.3) ergibt sich dann als
u(z,y) := U(x — 20,y — yo,1; T0,Y0,u0) - (2.1.10)

Den Nachweis dafiir, da8 (2.1.10) die gesuchte Losung des iiberbestimmten Systems (2.1.3)
ist, stellen wir dem Leser als Aufgabe. ad

2.1.4 Beispiel: Losung des Systems aus Beispiel 2.1.2 nach (2.1.8)—(2.1.10):

av _ (yo+eat)? 4+ U? (yo + c2t)
d(U?) 2c1U2%  2c1(yo + cat)?
= -2 t).
it motal | aotat c2(yo + cat)

Dies ist fiir V = U? eine einfache lineare Differentialgleichung, die wir mit Hilfe der zugeord-
neten homogenen Differentialgleichung
1. 201

VOVO = pra—— mit der Losung Vp = a(zg + c1t)?
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und Variation der Konstanten oo = a(t) 1sen. Mit

V= alxo + clt)2 + a2ci(xo + c1t)
~ 2c10(mg + c1t)?  2cq(yo + cot)?

— 2¢2(yo + cat)

(xo + C1t) (iL‘o + Clt)
erhalt man )
. (yo + cat)? (yo+cot)  d [yo+cat
& =2¢ — 2c9 = === .
(xo + Clt)3 (zo + Clt)2 dt \ g+ c1t

Demnach gilt
V=U%?= ap(xo + C1t)2 — (yo + C2t)2 )

und aus der Anfangsbedingung folgt

1
(ug + v5) -

2 2 2
oLy — Yo = Uy, X0 = —5
Lo

Damit erhalten wir

) 1 Yo + ot \ 2
U 9 7t7 ) 9 = t X 2 2 - °
(c1,¢2;t5 T0,%0,u0) = (sign uo)(zo + c1t) \/:cg (ug + i) <x0 T clt>

Fiir (2.1.10) setzen wir ¢; = & — g, c2 = y — yo ein und erhalten schlielich

— (ud +y3)z? — .
)

) 1
u(z,y) = (sign uO)\/
Ein zweiter Weg zur Bestimmung der Losung von (2.1.3) besteht im Losen der als para-

meterabhéngige gewohnliche Differentialgleichung gedeuteten Gleichung u, = g(z,y,u):

dU
d_y - g(x,y,U)

bei festem z. Thre allgemeine Losung enthélt eine im allgemeinen von x abhéngige Integrati-
onskonstante ¢(x):

u="U(zy,p(r)).

Setzt man diese Losung in die erste Gleichung von (2.1.3) ein, so erhilt man nun fiir ¢ eine
gewOhnliche parameterabhingige Differentialgleichung bei festgehaltenem Parameter y:

Ur +Upy’ = f(x,9,U(2,y,0(2)) - (2.1.11)

Nachdem daraus ¢(x) berechnet wurde, ergibt sich die gesuchte Losung aus

u(zy) = U(z,y,e(x)) .

Fiir die spezielle Lésung durch den Punkt (xg,y0,u0) € G beachte man die Anfangsbedingung

Uy = U(JUO;ZUO%P(wO)) ’
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die eine Bedingung fiir p(xq) liefert und ¢(z) hier eindeutig festlegt.
2.1.5 Beispiel: Losung von Beispiel 2.1.2 nach der Methode (2.1.11): Aus uy = —% folgt

tu? = —1y? + ¢(z). Daraus ergibt sich die Differentialgleichung
2u - uy =2¢ = yi—i—;ﬂ 2u = %(y2 +u?) = 4?@
fiir ¢, woraus
o(x) = ca?

folgt. Einsetzen liefert

u? = —y2 + 261’2,
also im Anfangspunkt

uy = —yg + 261'(2).
Daraus folgt

W2 = y2+ug;y8 2

oder

Fiir ug = 0 lautet die Losung

und falls ug # 0:

u = (sign %)\/(%)2 (ug +v5) — 2.

Oben hatten wir das System (2.1.1) erst aufgelost und die spezielle Gestalt (2.1.3) benutzt.
Man mochte im allgemeinen aber (2.1.1) selbst ansehen kénnen, ob es vollstindig integrabel
ist.
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2.1.6 Satz: Unter Voraussetzung (2.1.2) ist das System (2.1.1) vollstdndig integrabel genau
dann, wenn auf

F(z,yu,p,q) =0 , G(z,y,u,p,q) =0
gilt:

(FpGe — GpFy) +  (FyGy — GgFy) (2.1.12)
+ Gu(pFy + qFy) — Fu(pGy +4Gy) = 0.

Beweis: Die Gleichungen F' = G = 0 definieren im IR® eine dreidimensionale Mannigfaltig-
keit, die wegen (2.1.2) auch lokal geschrieben werden kann als

p=flzyu), q=g(z.yu)
mit
F("L‘7y’u b f($7y7u) 7g(a:7y’u)) = 0 b G("L‘7y’u ) f(x7y7u) 7g(aj7y7u)) - 0
fiir (x,y,u) € G C IR3. Dort muB dann auch gelten

Fx+prw+Fqu:OyGw‘Fprz‘i'quz:Oa
Fy+ Eyfy + Fagy = 0,Gy + Gpfy + Gagy =0, (2.1.13)
Fu+pru+Fqgu:OvGu"i‘pru"i‘quu:O-

Im Folgenden setzen wir voraus:

by, By

A:(Fqu_Fqu):‘Gp G, #0.

Dann erhalten wir durch Linearkombinationen der Gleichungen (2.1.13) auch die Gleichungen

fyA—|— :O,ng+ Fp Fx :0,
G, Gy G, Gy
i . (2.1.14)
A+ Y 21 =0,9.A+| P 2 |=0.
f’u ‘ Gu Gq gu Gp Gu
Das System (2.1.1) ist nach Definition genau dann vollsténdig integrabel, falls
fy+9fu =0z + fou
gilt. Setzen wir hier (2.1.14) ein, so ist dies wegen A # 0 dquivalent zu
‘@ F, +41@ F, _‘& F, f’@ F,
G, Gy G, Gy G, G, G, Gy |’
das ist die Bedingung (2.1.12). 0
Die Ausdriicke
F, F, ‘1@ F,
+ = (F;G
' Gy, Gy Gy Gy ( )
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heiflen auch Poisson—Klammern. Mit diesen lautet also Bedingung (2.1.12) fiir die vollstandi-
ge Integrabilitéit:

F., pF,+qly
Gu, pGp+qGy |~
Aufgabe 28: Man zeige, daf§ mit dem Verfahren (2.1.8) durch (2.1.10) die Losung durch
(z0,Y0,u0) bestimmt wird und diese eindeutig ist.

(F;G) = (2.1.15)

Aufgabe 29: Man priife, ob das System

3xle U 3y26_“ 3 3.9
Uz = (23 + 45)? Uy = (@3 + 45)? {(@°+y°)* +1}

vollsténdig integrabel ist und bestimme gegebenenfalls die Losungen.

2.2 Die Methode von Lagrange und Charpit

Auf Satz 2.3 beruht die Methode von Lagrange und Charpit zum Finden vollsténdiger Inte-
grale einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (Abschnitt 1.7.2). Gegeben sei die
Differentialgleichung

F(z,y,u,p,q) =0. (2.2.1)

Man bestimme zu gegebenem F' zunéchst eine Losung G der linearen partiellen Differential-
gleichung (2.1.12) im IR in der Gestalt

G(z,y,u.p.q) = a (2.2.2)
unter Beachtung von
F, F
A= GI; GZ #0.
Nun 16se man (2.2.1), (2.2.2) nach p und ¢ auf,
p= flxyua) , q=g(zyua). (2.2.3)
Sodann integriere man p = f nach x bei festem y :
u=p(zyak), (2.2.4)

wobei k die Integrationskonstante bezeichnet.
Man setze k = w(y) ein und beachte ¢ = g:
uzy) = olzy.aw(y)),
pu 0'(y) oy = gl@yel@yawy)a). (2.2.5)
Dies ist eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir w mit Losungen w(y,b), wobei b die Inte-
grationskonstante bezeichnet. Dann ist

u = p(z,y,a,w(y,b)) (2.2.6)
eine Losung von F' = 0, welche zwei willkiirliche Konstante a,b enthélt, und ¢ ist im allge-
meinen ein vollstdndiges Integral.

Aufgabe 30: Bestimme zu
F=pg—zy=0
ein vollstédndiges Integral mittels der Methode von Lagrange und Charpit.
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2.3 Vollstidndig integrable Systeme im IR"

Mit Hilfe der Pfaffschen Formen [58] lassen sich vollsténdig integrable Systeme erster Ord-
nung fiir r gesuchte Funktionen im IR"™ behandeln. Ein System von r Differentialgleichungen
erster Ordnung im IR" in lokal expliziter Gestalt lautet

oud

%:Bi(:vl,...,:v”;ul,...,uT) fir j=1,...,r,k=1,...n, (2.3.1)

und ist dquivalent zum Pfaffschen System
. n .
wj = du’ — ZB% dz¥ =0 fir j=1,..r. (2.3.2)
k=1
Definition: Ein System Pfaffscher Gleichungen
wj =0 fir j=1,...,r (2.3.3)
heifit vollstindig integrabel, wenn die Gleichungen
[dAwj] Awi Awa A~ Awy] =0 fiiralle j =1,...,r (2.3.4)
erfiillt sind.
Die Integrabilitétsbedingungen (2.3.4) entsprechen (ni;> Bedingungen an die Koeffizien-
r

ten von wj, d.h. fiir (2.3.2) an die r - n Funktionen Bg.
Analog zum Fall n = 2 gilt auch hier:

2.3.1 Satz: Ein System (2.3.1) bzw. (2.3.3) besitzt durch jeden Punkt
(zd, ... xBud, ... ub) € G jeweils genau eine Lésung v/ = uw/(z!, ... 2"),
j=1,...,r dann und nur dann, wenn das System vollstéindig integrabel ist.
Die Konstruktion der Losung ist auch hier mit den beiden o.g. Methoden moglich. Die
erste Variante lautet jetzt:
1. Schritt: Schreibe das System (2.3.3) durch geeignetes Auflosen in der Gestalt

du! =Y Bl (Zi)da" fir j=1,...r. (2.3.5)
k=1

2. Schritt: Lose das Anfangswertproblem fiir das System gewohnlicher Differentialgleichun-
gen:

AU i
ol ; B (x(l) +ertag + et ag + et UYL ’UT) F ks (2.3.6)

Die Losung hat die Gestalt u/ = U’ (cq, ... cn;t; To,ilp) filr j =1,...,7.
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3. Schritt: Wenn das System vollstdndig integrabel ist, erhédlt man die Losung des iiberbe-

stimmten Systems aus
u(Z) = U(Z — %o ; 1,%0,1p) - (2.3.7)

2.3.2 Bemerkung: Man erspart sich den Kalkiil der Poisson—Klammern und kann leicht auf
mehr Gesuchte und Unabhéngige verallgemeinern, wenn man Pfaffsche Gleichungen schreibt.
Insbesondere ist Satz 2.1.6 dquivalent zur Aussage: Das Pfaffsche System fiir (z,y,u,p,q) €

G c RS,

wi = dF = Fpdx+ Fydy+ Fydu+ Fpdp+ Fydq =0,
wg = pdx + qdy — du =0

ist vollsténdig integrabel im IR® genau dann, wenn (2.1.1) vollstindig integrabel ist.
Aufgabe 31: Bestimme die Losungen des Systems

U2 v

Yy—x T 1+
s Vg = — Uy = — — Uy = —— .
YU ooy w 2yu’ Y

Uy —
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3 Systeme erster Ordnung im R? mit n
Gleichungen fiir n gesuchte Funktionen und
die Typeneinteilung

(siehe auch [61] S. 69 ff.,[58] ) Wir betrachten jetzt Systeme der Gestalt
Y Lol £ad ¢ _ —
> abul +bul + ff=0, £=1,...n (3.0.1)
j=1

mit reellwertigen Koeffizientenfunktionen af,bﬁ, f¢, oder abgekiirzt

Aii, + Bity + f=10.

3.1 Klassifizierung und Typen

Das System (3.0.1) heifit

linear , wenn f = Cu+g; §ABC = C(zy),
fastlinear , wenn f = flzyd); AB = B(zy),
quasilinear , wenn f,A,B = B(zy,).

In den vorhergehenden Abschnitten konnten wir die partiellen Differentialgleichungen jeweils
auf gewoOhnliche Differentialgleichungen reduzieren, indem wir geeignete Richtungsableitun-
gen einfiihrten. In (3.0.1) sind zunichst n? Richtungsableitungen miteinander verkniipft. Man
versucht wieder eine Reduktion auf weniger Richtungen. Dazu betrachten wir Linearkombi-
nationen von (3.0.1):

n n n
S (o abud + o D05l + pef*) =0,
k=1 j=1 Jj=1
Unser Wunsch ist die Gestalt
§T Aty + §' Bty + 5 f =G (aiiy + Biy) +5 f=0.
mit einer einheitlichen Richtungsableitung (o, + fi,). Wir fordern also
7 A=aj und "B =6§" bazw.

7 (BA—aB)=0. (3.1.1)
Fiir | a | 4| B |# 0 ist dies ein Eigenwertproblem:
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_ . B
Det (M —B) = 0 fir a#0 mit A= o (3.1.2)
M'A = §'B
bzw. o
Det (A—puB) = 0 fir 0 mit =—,
( MT ) B # n=3 (3.13)
prA = up' B.

Der Eigenwert A = A(x,y,%) und die Eigenvektoren p' = p(x,y,@) hdngen im allgemeinen nicht
nur von (x,y) sondern auch von der Losung ¢ ab. Bei linearen und fastlinearen Systemen ist
hingegen A = A(z,y), p = p(x,y). Den Fall « = 8 = 0 wollen wir im Folgenden ausschliefien,
denn Det A = Det B = 0 kann als Entartungsfall angesehen werden.

Nach Petrovski nehmen wir die folgende Typeneinteilung vor:

Definition: Das System (3.0.1) heifit (im quasilinearen Fall in Bezug auf die Losung )

elliptisch, wenn alle Eigenwerte \¢(z,y) nicht reell sind;

hyperbolisch, wenn alle Eigenwerte reell sind und es n linear unabhéngige Eigenvektoren
Pe(x,y,d), ¢ = 1,...,n gibt mit zugehorigen Ay oder pyp bzw. ay(z,y,@) und Gy(z,y,u);

parabolisch, wenn es mindestens einen m—fachen reellen Eigenwert mit m > 2 und mit
hochstens m — 1 linear unabhéngigen Eigenvektoren gibt;

vom zusammengesetzten Typ, wenn die Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten Maximal-

rang haben; d.h. wenn Aq,...,\, die nicht reellen Eigenwerte bezeichnet, dann muf} der
Rang der zu Ar41,...,\, gehorenden Eigenvektoren (n — r) sein.
Bemerkungen:

i) Da A,B reell vorausgesetzt werden, ist mit nichtreellem Eigenwert A\, auch A¢ und mit
Py auch p, Eigenvektor. Fiir ein im Sinne von Petrovski elliptisches System ist demnach
n gerade.

ii) Sind die Eigenwerte ay : Gy alle reell und gibt es n verschiedene, so sind alle Eigenwerte
einfach und p1, ... ,p, sind linear unabhéngig, d.h. das System ist hyperbolisch. Solche
Systeme nennt man auch strikt hyperbolisch.

3.1.1 Satz: Seien A,B € C*(G), k > 0 und (3.1.2) bzw. (3.1.3) habe n verschiedene
Eigenwerte M1,...,\,. Dann gilt fiir \o(x,y,%0) und py(x,y,@) auch A, € C*(G), pr € CF(G).

Beweis: i) Jeder Eigenwert )\, ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms,
Det (AA— B) = pn(z,y,iM) = Y ap(z,y; DAf =0. (3.1.4)

Nach Voraussetzung hat (3.1.4) n verschiedene Nullstellen, diese sind also einfach und folglich
gilt
Opn,

o, £0. (3.1.5)

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kann dann (3.1.4) nach )\, aufgelést werden und

wegen % e C*(G) folgt auch A\, € C*(G).
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ii) Fiir die Eigenvektoren betrachten wir das System von Gleichungen

T =

MNA—-B) =0,

2 Jj (3.1.6)
Pe pp=1.

Die Funktionalmatrix von (3.1.6) in Bezug auf p'ist

< Aed — B ) . (3.1.7)

2P,

Nun ist der Rang (A\¢/A — B) = n — 1 nach Voraussetzung, denn ), ist einfacher Eigenwert,
und es gilt
ppdj=p, MA—B);=0 fir j=1,...,n,

wobei @; = (MA — B); die j-te Spalte bedeutet. Folglich sind p, und @; voneinander linear
unabhéngig, d.h. der Rang von (3.1.7) ist (n — 1) + 1 = n. Die Losung von (3.1.6) ist nach
dem Satz iiber implizite Funktionen also lokal eindeutig und so glatt wie A und B sowie Ay,
d.h. in C*. O

Bemerkung: Selbst fiir A,B € C*(G) hiingen beim Auftreten mehrfacher Eigenwerte die
Eigen- und Hauptvektoren im allgemeinen nicht mehr stetig von (z,y,%) ab; siche dazu das
Beispiel von Rellich in [79] S. 111.

Fiir das in diesem Abschnitt Folgende treffen wir deshalb die

Voraussetzung : oy(z,y,d), Be(x,y,d), pe(z,y,d) sind mindestens einmal stetig differenzier-
bar.

Man beachte, dafl durch diese Voraussetzung viele Systeme ausgeschlossen werden. Wir wollen
nun unter obiger Voraussetzung Normalformen der Differentialgleichungssyteme aufstellen.

3.2 Die Normalform hyperbolischer Systeme

Nach obiger Voraussetzung liegen fiir ein hyperbolisches System n linear unabhéngige geniigend
oft differenzierbare reelle Eigenvektoren und Eigenwerte

ﬁl (mayﬂj)a cee 7ﬁn(xayal_[) sowie O‘l)ﬁl? s 7an7/6n($7y7ﬁ) (321)

als Losungen von (3.1.2) vor. Sei oBdA. oy # 0. Dann wird aus (3.0.1) nach Multiplikation
. =T
mit agp,
P} Aty + ] Bily + agp) f =0,
und mit
agp} B = PBip] A
erhalten wir

7 Aoy, + Beity) + upy f=0 fir £=1,...7n.

Definieren wir die n Richtungsableitungen
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0 0 0
— =y — 3.2.2
dann erhalten wir Gleichungen der Gestalt
T, 0 . ST P ..
Pp A—u+ayp, f=0 fur £=1,...,n, (3.2.3)

v

die sogenannte nicht integrable Normalform des Systems (3.0.1).

Fastlineare hyperbolische Systeme:
In diesem Fall sind p; = pp(z,y), A = A(z,y) und B = B(x,y) nicht von der Lésung i
abhéngig. Wir kénnen deshalb neue gesuchte Funktionen einfithren durch

Uy:=p, Ad fir £=1,....n. (3.2.4)

Wegen oy # 0 ist hier Det A # 0. Zu py, ... ,p, gibt es Vektoren ¢i, . . .,¢, mit

D) @ = Og, fir Lk=1,...n, (3.2.5)
bzw.
n
Zpép)qéﬂ =0, fir pr=1,...n, (3.2.6)
(=1
denn p1, . ..,p, sind linear unabhéngig und somit auch ¢, . ..,¢,. Man zeigt leicht, dafl dann

A7, Rechts-Eigenvektor zu ), ist, denn es gilt
S o 1 | .
Pr (M@ — BAT'q) = Aebpe — Eé@szAA '
= (A= A)og =0 fiir £=1,...,n;

und folglich wird
(MA-—B)A g, =0 fir k=1,...1n

erfiillt. Mit (3.2.4) und (3.2.5) gilt demnach die Riicktransformation

=Y UA'q, (3.2.7)
=1
und mit o 5 -
l =T N T u
Tl L5Ta)a+p Al
O <0wp€ > Pe o,

erhalten wir die zu (3.0.1) dquivalenten transformierten n Gleichungen

oU, < 0 (. ) ! 1 TR - 1

— = — A E U, A q; — aypy fla,y, E U, A" g, 3.2.8

e 0ve <p£ ) = oy b ( p J ]> ( )
fir £ =1,...,n. Die Gleichungen (3.2.8) bilden die sogenannte Normalform des fastlinearen

hyperbolischen Systems (3.0.1).
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3.3 Die Normalform elliptischer Systeme

3.3.1 Lemma: Das System (3.0.1) sei fastlinear und elliptisch und besitze n linear un-
abhéngige gentigend glatte Eigenvektoren [ ,py 02, D, - - - sDmsDim, Mit den Bigenwerten Ay A4, ..., Ama,
Ay und mit m = 5, wobei Im Ay > 0 gilt.
Mit den komplexwertigen Koeffizienten

T HaAgy
- 1 - i)\g+ ’

Qe |Qe| < 1

und den neuen komplexwertigen gesuchten Funktionen
wy=p,d fir £=1,...n (3.3.1)
transformiert sich dann das elliptische System (3.0.1) in die komplexe nicht integrable Nor-

malform
wez + Quwy, = Fy fiir £=1,...,m. (332)

0 1/0 .0 0 1/0 .0
=20t iy) 03 o) (3:3:3)

Aufgabe 32: Man beweise Lemma 3.3.1.

Hierbei gilt
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4 Charakteristikenverfahren fiir hyperbolische
Systeme im R?

4.1 Fastlineare hyperbolische Systeme im R? [58, 61, 96]

Im fastlinearen hyperbolischen Fall seien die charakteristischen Eigenwerte

ap =ay(zyy), Be=PBe(zy), £=1,....n (4.1.1)
geniigend glatte Funktionen. Die durch

dxzy

s = 042(3779) )

dy

= —1,... 4.1.2
dS /Bé(aj7y)7 E ) 7n ( )

definierten Kurvenscharen heifilen Charakteristiken des Systems (3.0.1). Wenn ay, 3y geniigend
glatt sind, dann bilden die Charakteristiken ein sogenanntes Gewebe.

Bild 41: Charakteristisches Gewebe

Fiir das hyperbolische System (3.0.1) stellen wir das Cauchysche Anfangswertpro-
blem
@ (2o(7)y0(7)) = to(7) auf o : . =wz0(7),y = yo(7) (4.1.3)

und setzen voraus, dafl ¢y nirgends charakteristisch ist, das bedeutet, wir stellen die n
Bedingungen

dro  dyo

dr 7 dr | £0 fir £=1,...n. (4.1.4)

ag B “
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Bild 42: Die ¢-te Charakteristik von (z,y) zur Anfangskurve
Das System der ¢-ten Charakteristiken

% = (XY % = [u(Xe,Yr) (4.15)
X(0,7) = wo(7) , Y(0,m) = yo(r)

kann nach dem Satz von Picard-Lindel6f integriert werden und hat genau eine Ldsung
r=Xo(s,7),y=Yi(s,7). (4.1.6)

Dies liefert wegen (4.1.4) in einer Umgebung von ¢ eine /~te Koordinatentransformation, die
dort auch nach s und 7 aufgelést werden kann:

s=Su(zy), T=Te(zy), £=1,...n. (4.1.7)

Man beachte, dafl man jetzt n solche Transformationen benutzen muf!
Das Cauchy—Problem fiir die Normalform (3.2.8) lautet in der transformierten Form

Uy

— = Uy U, = Fy,

o7t e + Ugy e ‘ (4.1.8)

Uy, = Uo(r) = ] Aiy| -

Wegen (4.1.5) gilt entlang der ¢-ten Charakteristik X,

0 oUy

— |Up (X Y, =— =F). 4.1.9
5 [t (Xe(s,7),Ye(s,7))] oy T (4.1.9)

Diese Gleichung kénnen wir aufintegrieren fiir 0 < o < s = Sy(z,y) mit 7 = Ty(z,y). Es ergibt
sich fir £=1,... n:

Up(z,y) = U (To(x,y)) (4.1.10)
Sl(zvy)

+ / Fo(Xe(o,To(2,y)),Ye (0, To(xy)) , U(Xe(o,Te(2,y)) , Ye(o,Te(z,y))))do .
o=0
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Dies ist ein System Volterrascher Integralgleichungen, bei dem die Integrationsgebiete Kurven
sind, die vom Endpunkt (x,y) abhéngen. (4.1.10) kann durch sukzessive Approximation gelost
werden und der Banachsche Fixpunktsatz garantiert Konvergenz und Losbarkeit.

4.1.1 Satz:

Die Anfangskurve c¢o : (xo(7),yo(7)) sei fiir 0 < 7 < T stetig differenzierbar und nirgends
charakteristisch vorgegeben. Die Eigenwerte ay(z,y), Be(x,y) seien stetig differenzierbar und
die transformierten Anfangswerte Up(7) stetig. Die Funktionen Fg(m,y,ﬁ ) seien in einer Um-
gebung der Anfangsvorgaben im IR**" stetig differenzierbar nach Uy, ... ,U,.

Dann gibt es einen die Anfangskurve enthaltenden Streifen, in dem genau eine stetige Ldsung
(_j(a:,y) existiert, fiir die stetige Richtungsableitungen g—gﬁ existieren, die das System (4.1.8)
in Normalform erfiillen. Die Lésung kann durch die sukzessive Approximation

U (@) = UL (Tu(xy))
Se(z,y)
+ Fy (Xo(0,Te(xy)) Yelo,To(2,y)) , U™ (Xe(0,Ty(2,y)) , V(. ..))do

q
Il
=}

mit U = UP (Ty(,y)) wnd £=1,....n (4.1.11)
gewonnen werden. Diese konvergiert in dem Streifen gleichméBig.

4.1.2 Satz: Sind die Anfangsvorgaben einmal stetig differenzierbar, nirgends charakteri-
stisch und sind oy, [y und Fy; zweimal stetig differenzierbar, dann ist auch U(z,y) in o.g.
Streifen stetig differenzierbar und erfiillt das hyperbolische System im klassischen Sinne.

(Beweis siehe in [61] ).

Die Probleme aus den Anwendungen fiihren oft auf quasilineare Systeme.

Aufgabe 33:
a) Aus der Kontinuititsgleichung (1.1.17),

dp . L,
i + div(y (p) = 0,

Impulssatz (1.1.21),

1 - 1
7+ {§V$(772) — 7 x ot U} — K~ “V,p,
P

Gasgleichung
p=(cp—cv)pb
und Energiesatz (1.1.27) mit A\ = 0,

(pe + %pf)g)t + div,) {pe + %P?72} + div(y (p?) = PK U

leite man die zu diesen Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik hinzukommende Entropie—

Erhaltungsgleichung

oS
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fiir glatte Losungen her. Dabei ist e = ¢,© die innere Energie, ¢, und ¢, die konstanten
spezifischen Wérmen, © die Temperatur, p die Dichte, ¥ die Geschwindigkeit, p der Druck,

K die Massenkraft und

S=25)+cy,In <£> —¢cpln <£>
Po Po

die (physikalische) Entropie.
b) Wie lauten hier bei Stoen die Rankine-Hugoniot—Bedingungen?

4.2 Quasilineare hyperbolische Systeme im R? (nach [38] )

Beim quasilinearen System gehen wir oBdA. vom Fallay A0,/ =1,... n aus, d.h. det A #0

und setzen ay = 1. Dann lautet (3.0.1)

Z a€k(xay7ﬁ)(u:’z('r7y) + /Bf(mvy’ﬁ)u]gj) + ng(‘rhy) = 07 l= 17 L
k=1

mit af* — ZPEP)AM und f = Zpép)f(p) )
p=1 p=1

Wollte man wie im fastlinearen Fall

n
Ut = Ut (x,y,i) = Za%uk
k=1

einfithren, so wiirde man sich mit

n n n
Uf = aekufz + Z (aik + Z aﬁIjij>uk
k=1 k=1 j=1

(4.2.1)

wieder neue Richtungsableitungen einschleppen. Nach Courant und Lax [38] fiithren wir des-
halb auch die Ableitungen als neue Gesuchte ein und differenzieren zunéchst noch einmal das

System:
wh(zy) = ub, vi(zy) +ol(ay) = uf,
n n
Wh(zy,d) = a*fwk | Vizyid) = Zagkvk, (=1,...
k=1 k=1

(4.2.1) liefert dann die Gleichungen

Wt BVE+ fE 4+ Ba*ob = 0.
k=1

Differentiation von (4.2.1) nach x liefert

(4.2.3)
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n
St 3oty + S0
k=1
+Z{ (a™Br) }ufu +ff+z8 —0,0=1,...n.

7,k=1

Einsetzen von (4.2.2) liefert

Lk n
Wi+ BW, - Zﬂ alfwb — 3" g, %ZJ (07 + o)) +> (0" Bp)a(v* + o*)
7,k=1 k=1
+Z{aj(£kﬂ)}w3(v + o +fx+zaf =0
7,k=1

bzw. mit . .
wh =3 ag W ot = eV
j=1 =1

erhalten wir

W‘Z+ﬁeW€+Zc€JWJ+Zd£ka+Z[ 0" By). Zn:ﬂzaaj e

j=1 k=1 Jp=1
_Z{a : (a®8,) }Za( 1W/J}O.k+f£:0

fir £ =1,...,n, wobei die Koeffizienten d‘* auch von W7 abhingen. Hier stéren uns noch die
VE. OBdA. konnen wir durch eine Drehung des Koordinatensystems immer erreichen, daf
B¢ # 0 gilt. Dann kénnen wir noch V¢ aus (4.2.3) berechnen und einsetzen und erhalten ein
System der folgenden Gestalt:

WE+BWL+> CIWI+> opot+ fl=0, (=1,...n. (4.2.4)
j=1 k=1

Da wir ohnehin das Verschwinden von o*

in Normalform:

erreichen wollen, 16sen wir nun das folgende System

n
k=1
. (4.2.5)
Wirpw, = =S cUwIi - fwe=1,...n
j=1

Hinzu kommen die Anfangsvorgaben

u’ (2o() 90 (7)) = ug(7) (4.2.6)
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sowie
w¢ (xo - —y()) Z a® af + yof leo > (4.2.7)

die sich aus u’g =ul &g+ u’; 7o ergeben. Die Bedingung &g — iyo # 0 bedeutet wieder, dafl

die Anfangskurve nicht charakteristisch sein soll.

4.2.1 Satz: Die Losung des transformierten erweiterten Systems (4.2.5)—(4.2.6) ist dquivalent
zum Lésen des Systems (4.2.4) mit o (xo(7),y0(7)) = @o(7). Das Differentialgleichungssystem
(4.2.5)—(4.2.6) kann man mit Hilfe des Iterationsverfahrens fiir das jeweilige Charakteristiken-
verfahren l6sen:

1
U’(m+1 Zaék ) l', ’ m))W(km) (428)

n

W(Em—i-l)m + ﬂf (xvyaﬁ(m) (:Cay)) W(em+1)y = - Z Ce] (xvyaﬁ(m)’vf/(m) (‘T7y))W(jm) (x,y)
=1

— ff(m,y, U(my(T,y)), m=0,1,...

mit den Anfangsbedingungen (4.2.7), (4.2.6).

Fiir den Beweis siche [38] . Es stellt sich némllich heraus, dass die Losung zu (4.2.5) auch
das System (4.2.4) mit o* = 0 16st und man so auch eine Losung des urspriinglichen Systems
erhilt. Dazu wird gezeigt, dass fiir diese Losung auch (4.2.2) und (4.2.3) mit o = 0 erfiillt
sind.

Weitere Literatur hierzu siehe [36, 70, 113, 116] .

Diese Methode wird numerisch im Charakteristikenverfahren nachgebildet.

Bild 43: Iteratives Charakteristikenverfahren

Wir setzen zunédchst m = 0, um die Steigung der Charakteristiken zu ermitteln. Das
gibt in P; neue Werte u1,... . In P; kann man eine verbesserte Steigung der Charakteristiken
ermitteln. Diese wird beim néchsten Schritt mit den Ausgangssteigungen auf ¢g gemittelt.

Beispiel: Eindimensionale Gasstromungen im Rohr (siehe auch [45] ):
Pt +vpz + pugy =0 (Massenerhaltung) (4.2.9)
1
v+ 00y + —pr =0 (= K) (Impulserhaltung) (4.2.10)
p

St +vS, =0 (Energieerhaltung) . (4.2.11)
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Zur Transformation auf Normalform elimieren wir p mit Hilfe der Gasgleichung und fiithren
die lokale Schallgeschwindigkeit ein:

o=kl = k(cp — )0, k= @ (=14 fiir Luft) , (4.2.12)

P Co

wir erhalten

und

(ap = 304 m/sec. fiir Luft.)

Dann wird aus den Gleichungen (4.2.9)—(4.2.11) das System

a (pe+ (v +a)ps) +vi+ (v+a)v. = 0(=K) (4.2.13)
o (p+@W—a)ps)+v+w—a)v, = 0(=K) (4.2.14)
Si+vSy = 0 (4.2.15)

Aufgabe 34:

Ein Rohr der Lénge L sei auf einer Seite fest, auf der anderen Seite durch einen beweglichen
Kolben verschlossen. Im Rohr befinde sich ruhende Luft konstanter Entropie im Zustand
vog =0, ag, po, po. Zur Zeit tg = 0 werde dem Kolben eine Geschwindigkeit vy plotzlich so
erteilt, dafl das Gas expandieren muf}. Beschreiben Sie unter Verwendung des Charakteristi-
kenverfahrens ein iteratives Verfahren zur Bestimmung der Zustinde v(z,T'), p(x,T), S(z,T)
fir T >ty = 0.

Auch bei den quasilinearen hyperbolischen Systemen (4.2.2) entstehen im allgemeinen
wieder StoBfronten.

Bild 44: Verhalten zum Stofbeginn nach F. John

FEin weiteres wichtiges Beispiel quasilinearer hyperbolischer Systeme ist die

Stationiire Rotationssymmetrische Uberschallstrémung:
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—

Bild 45: Auslauf einer Diise

Bild 46: Umstrémung einer Spindel
Hier schreiben wir das Geschwindigkeitsfeld als

¥ = v(cos¥,sind) "

mit der Geschwindigkeit v und dem Stromungswinkel 9 als neue gesuchte Funktionen.
Im Uberschallbereich lauten die Gleichungen fiir isentrope wirbelfreie rotationssymmetri-
sche Stromungen

U, :cotfyva_ﬁa _ sin y sin ¥
v r
und (4.2.16)
cot y sin «y sin ¢
Vs = -t = ——
B v v B r
mit den Richtungsableitungen
d d
1% ;d_x :COS(19+’}/) d—r :sm(ﬁ—{—’y)
dfc 5 (4.2.17)
B:— =cos(d —v) — =sin(d —7)
ds
Fiir den Machschen Winkel v mit
2 2_ 2
cot?y = 11_2 —-1= %, (4.2.18)
a ay — R—-HU
lautet die Bernoullische Gleichung léangs jeder Stromlinie:
——a“=a; = = 4.2.19
K—i—lv +H+1a s Kk+1 1+/§—|—1a1 /<a+1a0 ( )
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Wie wir sehen, hat (4.2.16) bereits die integrable Normalform, und wir kénnen hier neue
gesuchte Funktionen U und V einfiihren:

(4.2.20)

Dies ist hier deshalb moglich, weil die Integranden in (4.2.20) nicht von x oder ¢ abhéngen!
In der 9 — v Ebene, der Hodographenebene sind U =konst. und V' =konst. Epizykloiden.
Damit erhélt man Charakteristikenverfahren auch in der Hodographenebene.

4.3 Erhaltungsgleichungen in einer Raumdimension und Riemann—Invarianten
(nach [41] )

Erhaltungsgleichungen in einer Raumdimension mit einem nur von der Lésung @(z,t) =
(ur(wpt),... ,un(;r,t))T abhéngendem Flussvektor Q(@) haben die Gestalt
ot 9 = -
U 9 Gtz =0 431
ARG (4.3.1)

bzw.

e R T {=1.....n. 4.3.2
B, oz T 0t heem (4.3.2)

j:
Hier sind die Koeffizientenmatrizen also gegeben als

_ G

a; (@) = == (1), b = ot (4.3.3)
J

Im strikt hyperbolischen Fall gibt es dann zu jedem Zustand 4 € R™ n verschiedene reelle
Eigenwerte von (3.1.3):

p () < pa(t) < -+ < pn(i0), (4.3.4)

mit oy = py, B = 1 und zugehorige Links—Eigenvektoren py, ... ,pn:
n
IQk o
Zpeka— = pgpe; fiir £,j =1,....n (4.3.5)
k=1 Ui

und ﬁﬁ = (pfla e 7p€n)T‘
Die Rechts-Eigenvektoren §; = (qs1, .. .,qe) ' erfiillen die Gleichungen
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n
0

Z &q@ = peqer firk=1,....n (4.3.6)

- 6Uj

j=1
und

Pr Go = ok - (4.3.7)

Definition: Das System (4.3.1) besitzt ein Koordinatensystem wy (%), . .. ,wy (@) von Riemann—

Invarianten, falls die Gleichungen

2‘1‘: = pe(@) fir bk=1,...n (4.3.8)
erfiillt sind, d.h.
" dw
/=1

4.3.1 Lemma: Fin Koordinatensytem von Riemann—Invarianten existiert genau dann, wenn
die @ Integralitédtsbedingungen

apkg 8pkj . .
ZERE PR g £ Y L=1,... 4.3.10
8uj 8’11,@ uJ < ’ ) ’ o ( )

erfiillt sind.

Beweis: Aus (4.3.8) entnehmen wir die Pfaffschen Gleichungen

dwy, = Zpkgdlw fuirk=1,...,n. (4.3.11)
/=1

Folglich muss gelten

n

[d A dwk] = Z[dpkg VAN dud =0,
=1

also

Opre  Opij
d A dwy] = — — — ) [du; A duy| =
[d A dwy] ; < du;  oug )[ uj Adug] =0,

d.h. (4.3.10) ist notwendig.
Sind andererseits die Gleichungen (4.3.10) erfiillt, so ist das Pfaffsche System

w = dwy, — Zpkg(ﬁ)dw =0 firk=1,...,n
=1

vollstdndig integrabel, und nach Satz 2.3.1 existieren Funktion wi (@), ...,w, (1), wenn die
Werte von wg () in einem Punkt iy € R™ vorgegeben werden. O
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Bemerkung: Im Fall n = 2 ist (4.3.10) nur je eine Gleichung fiir £ = 1 bzw. k = 2 und fiihrt
auf je eine lineare partielle Differentialgleichung fiir o (@) = {ﬁ;ﬁk}%, die man im “-Raum
mit g # 0 immer 16sen kann.

4.3.2 Satz: Das System (4.3.1) fiir @(x,t) € C* und die Gleichungen

aU)g awg 8w4
= = {=1,... 4.3.12
8'}/[ Nf aCC + 815 07 9 7n ( 3 )

zueinander dquivalent. Entlang den Charakteristiken mit

dxy
— 4.3.13

sind die Riemann—Invararianten wy konstant.

Der Beweis ist eine einfache Anwendung der Kettenregel unter Beachtung von (4.3.8) und
der nichtintegrablen Normalform (3.2.3) mit f und 0. Wir stellen dies als Aufgabe.

Man beachte, dass der Satz die Aquivalenz nur dort liefert, wo die Losung stetig diffe-
renzierbar ist, also nicht iiber Stdsse hinweg! Ein Beispiel fiir Riemann—Invarianten sind die
Funktionen U und V in (4.2.20).

Motiviert durch das Euler—System der Gasdynamik definieren wir zum System (4.3.1) das
Paar einer Entropie n(#) mit dem Entropiefluss (%), wenn diese Funktionen das (fiir n > 3
iiberbestimmte) System partieller Differentialgleichungen

O iy~ Qe
auj(“)_z ., j=1,...n (4.3.14)

im Zustandsraum erfiillen und dariiber hinaus die Hesse-Matrix von n konvex ist:

i ((%))m(jz S0, f=1,...n. (4.3.15)

Wenn ein solches Entropiepaar existiert, folgen aus der Viskositéitsbedingung (wie friiher
in §1.10 fiir eine skalare Gleichung) jetzt fiir das System die Entropiebedingungen

O i) + 2 (i) <0 (4.3.16)

im distributionellen, d.h. schwachen Sinn fiir jedes Entropiepaar 7,(.
Offensichtlich sind die Gleichungen (4.3.14) zu der Pfaffschen Diferentialgleichung

wi=d¢ - ﬁng =0 (4.3.17)

ou
= O

dquivalent, und wir sehen, dass es nur dann Entropiepaare geben kann, wenn die Integrabi-
litdtsbedingung
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[dAw] = Z_ [ Sud kduk/\ng] —0 (4.3.18)

erfiillt ist, d.h. n(@) muss die $n(n — 1) partiellen Differentialgleichungen
z”: Py 0Qr  n  0Q
0

wpOuy, Oy, OUpOUyy, Ouy

=0 firm<k (4.3.19)

mit m,k = 1,...,n erfiillen!!

4.3.3 Satz: Besitzt das System (4.3.1) ein Koordinatensystem von Riemann-Invarianten
w1, ... ,Wp, So geht das System (4.3.14) iiber in

a¢ a¢
— =y fird=1,... 4.3.2
Owy He dwy tir £ ) T ( 3 0)
und die Integrabilitdtsbedingungen lauten folglich
9%n O Oum O Ok

owy, 0w,  Ow,, Owy,  Owg Own,

(fom — 1k) =0 mitm <k (4.3.21)

und mk=1,....n
Dieses “Goursat System” ist ein lineares hyperbolisches System zweiter Ordnung, das
sich durch Integrationen nach w,, und w; immer Iésen lasst.

Beweis: Fiir das Koordinatensystem der Riemann—Invarianten gelten

Ouy q ow;
qie awl Dbik auk

Folglich haben wir

Ouy 4~ Ow; Ouy ~ 8wipw’
=1 =1
.~ O~ 0Qe -~
ous Z w; szf ous Z awi/%prJa
I =1 (=1 J i=1
Z 0C Dy _ 06 _ 5~ O = e 2
au] ow, Owy 52 dw; Cowy

Also haben wir .
=3 9 g
p [811)[ I
und [d A dC] = 0 liefert die Integrabilitéitsbedingungen
0 on 0 on
— 0
D @ Owk) Dy (sm awm) ’
das ist (4.3.21).

Den Beweis beziiglich der Lésung des Goursat—Problems iiberlassen wir dem Leser. O

Fiir die Kruzkov—Theorie fiir Systeme der Gestalt (4.3.1) verweisen wir auf die Arbeit von
Dafermos [39] und das Buch von Holden und Risebro [64] .

Aufgabe 35: Man beweise Satz 4.3.2.
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5 Der Existenzsatz von Cauchy—Kowalewskaya

(Nach [58] §1.2) In den vorangegangenen Abschnitten haben wir das Cauchy-Problem fiir hy-
perbolische Systeme von Gleichungen erster Ordnung in zwei unabhéngigen Verédnderlichen
gelost, wobei auch eine Differentialgleichung erster Ordnung zu diesem Aufgabentyp gerechnet
werden kann. Damit stellt sich die Frage, ob das Cauchysche Anfangswertproblem auch fiir
nichthyperbolische Systeme geltst werden kann. Es stellt sich heraus, daf dies, allerdings un-
ter sehr starken Voraussetzungen, unabhéngig vom Typ méglich ist. Wir wollen dazu zunéchst
ein System erster Ordnung fiir drei gesuchte Funktionen in zwei Unabhéngigen als Modellfall
behandeln.

Das Anfangswertproblem lautet: Finde 4,0,w(x,y) zu

Uy = By (2,y,0,0,0,0,,0,0,)
o, = F(..), (5.0.1)
by = F(...),

W(x,0) = do(z), o(x,0)=1do(x), b(x,0)=io(x). (5.0.2)

Wir nehmen jetzt an, dass alle Vorgaben reell analytisch in einer Umgebung der Anfangs-
vorgaben bei x = 0 sind und es eine dort reell analytische Losung gibt. Dann kann man
die Losung in der Umgebung der Anfangsvorgaben in eine Taylor-Reihe entwickeln. Einset-
zen aller Taylor—Reihen liefert dann Gleichungen fiir die Taylor-Koeffizienten der gesuchten
Losungsfunktionen. Die Berechnung der Taylor-Koeffizienten kann rekursiv geschehen. Dies
ist bereits von Cauchy beschrieben worden und legt die Entwicklungskoeffizienten eindeutig
fest. Deshalb ist die analytische Losung auch eindeutig.

5.1 Der Cauchysche Algorithmus

Wir wollen hier die Cauchysche rekursive Methode vorfithren. Wenn die Koeffizienten bekannt
sind, bleibt dann noch die Konvergenz der formalen Taylor-Reihe der Lésung zu zeigen. Dies
geschieht mit der sogenannten Majorantenmethode, die von Frau Kowalewskaya entwickelt
wurde.

Fiir die Cauchysche Methode transformieren wir zuerst die gesuchten Funktionen mit

U(l‘,y) = ﬁ(x7y) - {1'0(7;) - yFl(OvOa’&O(O)’?’UD()(O))a
v(zy) = O(xy) — dolx) — y-Fy(0,0,a0(0),. .. ih(0)), (5.1.1)
wzy) = d(xy) — wol@) — y-F3(0,0,d0(0),...105(0)).

Dann nimmt das Anfangswertproblem (5.0.1), (5.0.2) die neue Gestalt
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Uy = Iy (x,y,u,v,w,um,vx,wx) )
vy = Fp(x,y,u,0,wu,,v.,ws) , (5.1.2)
wy == F3(x7y7uvvaw7uwavxawm) )

u(z,0) = 0,v(z,0)=0,w(z,0)=0 |, (5.1.3)

an, und die Funktionen Fj; sind in einer Umgebung von 0 reell analytisch. Wir machen nun
den Losungsansatz

oo o o
u(zy) = Z az’kmiyk; v = Z bikxiyk, w = Z cikxiyk. (5.1.4)
i,k=0 i,k=0 i,k=0

Cauchy’s Algorithmus bezieht sich dann auf die Berechnung der Ableitungen

' Fy 9itky o' Fw
Wl = ————(0,0), ikl = ———(0,0), ikl = ——(0,0) . 5.1.5
Rk 8x18yk( ), @ k 83}1831’“( ), itkles (9x18yk( ) ( )
Wegen (5.1.3) erhalten wir fiir n = 0,1,2,... im Nullpunkt die folgenden Gleichungen:
k=0:
0"u(x,0) 0"w(x,0) 0"v(x,0)
lano = —— 21 =0l = —— 1 =0 plegg =~ =0, (5.1.6
11:n0 ox™ =0 11:0n0 orx™ =0 1eno ox™ =0 ( )
Fiir die ersten Ableitungen nach y benutzen wir die Differentialgleichungen (5.1.2):
k=1:
apr = uy(0,0) = F1 (0,...,0)
ailr = Umy(oao) = le(o) + F1y |0 U:p(oao) +-+ FlpS’wax(Ovo) y
und wegen der vielen Nullen in (5.1.6) ergeben sich
o \" 0 0" Fy
lapr = ({=— ) =— ,0) = fii =0,1,2,... 1.
nlan ((855) 83/u)(O 0) 5 | 10X ™ 0 (5.1.7)

und die entsprechenden Gleichungen fiir n!b,; , nlec,;. Hier setzen wir jetzt die Potenzreihen
von F} ein,

o0
Fj(§17 cee 7§8) = Z /Bgl’m’is il U ég (518)
i1,...,.8=0

und erhalten die Gleichungen

nlan = n!BLy onlbpr = 182y o, can! = nlB3, o firn =0,1,2,... . (5.1.9)
k=2:
Jetzt differenzieren wir (5.1.2) nochmals und bekommen
dap = up| = o (A ey uley). . wley)]|
YWl oy ’ ’ 0

= F1y|0+F1Uuy lo +"'+F1P3'w9ﬂy‘0

bzw.
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an
n2la,s = o [Fly + Fryuy + - + F1p3wyx]|0 (5.1.10)
und die entsprechenden Gleichungen fiir n!2!b,2 mit Fs sowie fiir n!2!c,s mit F3.
Man beachte, dafi rechts Produkt— und Kettenregel verwendet werden miissen. Dort kom-
men dann von u,v,w in Bezug auf y Ableitungen nur bis zur Ordnung 1, d.h. nur Koeffizienten
Qik,big, i mit 0 < k <1 vor, i <n+ 1.

Setzen wir auch noch (5.1.8) ein, so erhalten wir einen Ausdruck der Gestalt

n'2lan, = ¥ (ajo,a,.. 'Cj176i11,...,i8) (5.1.11)
mit0<j<n+1, +---+ig<n+1,

wobei ¥ ein Polynom mit positiven Koeffizienten ist, die nicht von a; oder von 51‘11

7"-7i8
abhéngen. Ersetzen wir ajo,...,c;1 aus (5.1.6) und (5.1.9), so erhalten wir schlielich

ns = PL, ( 51,...,i8) i+ dig<n4l, j=123, (5.1.12)
wobei P, fiir jedes n ein Polynom ist mit nichtnegativen Koeffizienten, die von Fy , Fy, F3 und
von u,v,w nicht abhidngen. Entsprechend ergeben sich beim k—ten Schritt die Koeflizienten
Ak bk und ¢, als
1 (qj 2 (pj 3 (pi
ank = Pnk( 121,.“,1'8) s bak, = P"k( qu,...,ig) » Cnk = Pnk( gl,m»iS) (5113)

mit i1 +---+ig <n+k—1 fiir j = 1,2,3 durch rekursives Einsetzen. Alle diese Polynomaus-
driicke haben nichtnegative Koeffizienten.

Die Taylor—Koeflizienten sind demnach alle rekursiv berechenbar und eindeutig festge-
legt. Dieses rekursive Verfahren kann mit formelméfiigem Differenzieren auch programmiert
werden und ist konstruktiv.

Aufgabe 36:
Wir betrachten das Geschwindigkeitsfeld w = (u,v) einer stationéren ebenen isentropen wir-
belfreien kompressiblen Gasstromung. Diese erfiillt die Gleichungen

Uy — v, = 0
(a® — u?)uy — 2uvv, + (a* —vh)v, = 0
mit
Kk—1
a? = ) (a2 —u? —v?), k= konst. >1 |,
w402 < a2 mita? = 2_ g2

a) Man priife, ob es in einer Umgebung von (z,y) = (0,0) fiir analytische Vorgaben

u(z,0) = f(z) , v(z,0)=0
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eine Losung gibt.

b) Fiir die Vorgaben

u(z,0) = ar+cx , v(z0 = 0 |,
ap = :—I_}a* , c > 0

berechne man die Reihenentwicklung der Losung bis zu den Gliedern vierter Ordnung. Man
gebe in der Umgebung des Nullpunktes entsprechend den Verlauf der Stromlinien an und

bestimme unter Beriicksichtigung von Gliedern bis zur zweiten Ordnung den Verlauf der

Schallgrenze u? + v? = a?.

5.2 Der Konvergenzbeweis von Frau Kowalewskaya

5.2.1 Satz (von Cauchy—Kowalewskaya):

Alle vorgegebenen Funktionen in (5.0.1) und (5.0.2) seien in der Umgebung von x = 0
und einer Umgebung der Anfangsbedingungen reell analytisch beziiglich aller Verédnderlichen.
Dann gibt es in einer geeigneten Umgebung der Anfangsdaten genau eine reell analytische
Lésung.

Fiir den Beweis von Satz 5.2.1 betrachten wir zunéchst den folgenden Spezialfall.

5.2.2 Hilfssatz:
Sei ®(&1,...,68) Majorante zu F; fiir j = 1,2,3 und sei Zy(z) Majorante zu ug,vo,wo.
Wenn das Cauchy—Problem
Zy - Vy = Wy = (I)($,y,Z,V,WZz,VI,W$) 5

Z(2,0) = V(z,0) = W(z,0) = Zo(z) (5.2.1)

in der Umgebung von 0 eine analytische Lésung besitzt, dann hat auch (5.1.2), (5.1.3) dort
eine analytische Losung und diese kann dann mit dem Cauchyschen Algorithmus berechnet
werden.

Beweis: Die Funktion ® von 8 Variablen is reell analytisch, kann also in einer Umgebung des
Ursprungs durch ihre Potenzreihe

0,00
(I)(fla s >£8) = Z Q.. ig il s £é8 ’

1,08

dargestellt werden. Das Gleiche gilt fiir die Anfangsvorgaben
o .
Zy(x) = cha;j .
§=0

Nach Voraussetzung gelten die Majorantenbedingungen
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‘ i1, ,18‘ S Qy,.ig ‘u0j|7‘v0j|"w0j‘ < Cj - (5'2'2>

Mit dem Cauchyschen Algorithmus finden wir sowohl

_ 1 2 3
ank = Py ( 015050891701 5000y18 0101 5. 718’u0J’UOJ’w0J)
als auch
_ pl 2 3 o
Ank - Pnk( 11, ,287a11, ,zsvazl, ,zg?cjvcmcj)

mit den gleichen Polynomen Plk mit nichtnegativen Koeffizienten. Folglich gilt

N

‘ank’ = ,P%k(’ 11, ,st i1, ,lg|‘ i1, 718‘u0j;7)0j7w0j)
< 731 ( Q.. Js’a?h 71870[?17 728’CJ’CJ’CJ'):A7U€

fir alle n und k. O

Beweis von Satz 5.2.1: Fiir die Konvergenz der formalen Potenzreihen brauchen wir nach
Hilfssatz 5.2.2 also Majoranten. Dazu beobachten wir, dafl aus der Konvergenz von

Z WG €8 fir €7 < of < R

01 ,00,58=0

die Beschranktheit ' ‘ '
1B, &1 - €88 < My,

mit einer geeigneten Konstanten M, folgt. Daraus ergeben sich die Koeffizientenabschézungen
|/3£1-..is| < Qall_m_nggo ’

und Fj konvergiert absolut fiir || < go, das bedeutet

o0
Z ‘ i1...18 "'gég‘SMfﬁr‘£‘2§91<QO-
11 ,..+508=0
Insbesondere gilt dann
157 ris] < oinFis fiir 0 < ¢ < min{o1,6M}. (5.2.3)

Ausserdem gelten 56...0 = 0. Die Konstante ¢ > 0 mit (5.2.3) wird fiir das Folgende beliebig,
fest gewdhlt. Mit o definieren wir die reell analytische Funktion

%erx)(l_z+v+w><1_zx+vx+wx>}—1

o= —M+M{(1—
0 0 0

(5.2.4)

sowie Zp(x) = 0. Fiir ® ergibt sich aus dem Produkt geometrischer Reihen die Potenzreihe
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DEL ) =)oy bl
0
> 6M§2+§1 o (3T &t &\ = (Lot &t G\
—are Yy Y (L) (b,

£1=0 £5=0 0 ¢3=0 0

und offensichtlich gelten aq.. o = 0 sowie

M
o < Qg fiir alle Multiindices ¢ mit li| > 0.

1B s <

i

Demnach ist ® nach (5.2.4) Majorante zu jeder der Funktionen F}, d.h. die Lésung von

Z = V=W
Z, = —M+M{<1—%yzx)(1—%>(1_%)} (5.2.5)
Z(x,0) = 0

ist Majorante zu (5.1.2), (5.1.3).
(5.2.5) konnen wir aber leider auch nicht explizit 16sen. Wir wenden deshalb den Majo-
rantensatz nochmals an. Dazu betrachten wir zu

=2 _ (2
= Vis +y die Funktion G(z,y) := U<6M x + y> (5.2.6)

und U(€) sei die Losung von

U = —M+M{(1——g) (1—ZU> (1—mU’>} ' (5.2.7)
U = o0.

Dann geniigt G(z,y) =U (GLMx + y) der selben Differentialgleichung wie Z in (5.2.5), jedoch
gilt

G(z,0) = U(ﬁ%x) . (5.2.8)

Nun aber sind die Taylor—Koeffizienten der rechten Seite in (5.2.7) alle nicht-—negativ, und
wenn (5.2.7) iiberhaupt eine analytische Losung hat, dann berechnen sich ihre Koeffizienten
aus dem Cauchy—Algorithmus, d. h. diese sind alle nicht—negativ. Demnach sind die Taylor—
Koeffizienten auch in (5.2.8) nicht negativ und nach Hilfssatz 5.2.2 ist G(x,y) Majorante zu
Z.

(5.2.7) ist nur noch eine gewéhnliche Differentialgleichung und, nach U’ aufgelost, lautet
sie:

U=

b= &)

M
F)
. % (1-ny/T=g/i2} (5.2.9)
M
2

—
—
S
Ne)
—~
[y
|
£
I
~—| CO
—~
[y
[S¥]
=
N—
N[
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mit
6M 3. \1°! L /6M NG o= 30U\
e=s{(1-p (-0} =22 () X ()
@ e 01=0 % 19=0 e
und h = 3. Also hat die Potenzreihe
U= > Ut
j+k>0
nur positive Koeffizienten fy.
Die Differentialgleichung (5.2.9) ist uns immer noch zu umsténdlich. Sei
— . 6M 1 3 1
M := Max {|f| fiir ?|£| < 2 und E|U| < %}
Dann bestimmen wir die Losung H (§) des Anfangswertproblems
— Hyy -1
H':M{(1—i)(1——>} fiir |€] < Ro,|H| < Ro,
Ry Ry 61 < Ro,|H] < Ro (5.2.10)

H(0)=0.

Wir verwenden die gleiche Argumentation wie schon einmal beim Ubergang von Fj zu
®. Die rechte Seite in (5.2.10) ist fiir geniigend kleines Ry > 0 Majorante zuf, somit ist H ()
nach Hilfssatz 5.2.2 Majorante zu U(€), falls H (&) existiert. Diese Losung H (&) von (5.2.10)

konnen wir explizit angeben:

H() = Ro — Ro\/1 — 2M In(1 — &/ Ro)
o (5.2.11)
= Z c;&’ mit Koeflizienten ¢; > 0.
j=1

Wir konnen also zusammenfassen:

1. In einer Umgebung von 0 existiert eine analytische Lésung H(§) von (5.2.10). Dann ist
H (&) Majorante zur formalen Potenzreihe von U (). Diese definiert demnach eine analy-
tische Funktion U, die wir in Differentialgleichung (5.2.9) einsetzen kénnen. Aufgrund der
Cauchyschen Rekursionsformeln stimmen Reihenkoeffizienten links und rechts iiberein,
denn U(0) = 0. Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes fiir analytische Funktionen wird die
Differentialgleichung in der Umgebung von 0 erfiillt; U() ist analytische Lésung von
(5.2.9) und hat iiberdies nur positive Koeffizienten.

.Gzy)=U (69—]\14 + y) ist analytische Majorante zur formalen Potenzreihe von Z. Folglich
definiert Z in einer Umgebung des Nullpunktes eine analytische Funktion und diese 16st
(5.2.1).

. Z ist Majorante zu u,v,w. Es gibt also eine Umgebung der Null, in welcher u,v,w ana-
lytisch sind und demnach eine Losung von (5.1.2), (5.1.3) definieren. Der Cauchysche
Algorithmus legt ihre Koeffizienten eindeutig fest. Diese analytische Losung muf3 des-
halb die einzige analytische Losung sein.
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Damit ist Satz 5.2.1 von Cauchy—Kowalewskaya vollstéindig bewiesen. O

Wir formulieren nun den Satz von Cauchy—Kowalewskya in der allgemeinsten Gestalt.

5.2.3 Satz: In dem Anfangswertproblem

ek dtu

:fk<xu ) mitk=1,...,m; (5.2.12)
1 Tk ) ) e 9 b )
(027) (81‘6) . (8z,)"
mit £ =01 + -+ £, <7 und £1 < 1}, fiir die Vektor-wertige Funktion u = (u', ..., u™) von
den unabhéngigen Variablen x = (1, ...,r,) mit den Anfangsbedingungen
u® |901=0 = @g(l'Qv""xn)v
ouF
8—‘ = gOlf(.ZLQ,...,.’L'n),
1 a1=0 (5.2.13)
81%71 k
77“:_01 = cpfk_l(xz,...,a:”), k=1,....m,
\ (Ox1) ‘m:o

seien alle vorgegebenen Funktionen analytisch in einer Umgebung des Ursprungs x = 0 und
der Anfangsvorgaben in x = 0. Dann existiert in einer geeigneten Umgebung von 0 genau
eine analytische Losung u.

5.3 Zur Tragweite des Satzes von Cauchy—Kowalewskaya

Auf den ersten Blick vermutet man, dafl mit Hilfe des Satzes von Cauchy-Kowalewskaya
und durch Approximation von Differentialgleichung und Anfangsbedingungen mit analyti-
schen Funktionen alle partiellen Differentialgleichungen mit Cauchyschen Anfangsvorgaben
verniinftig gelost werden konnen. Dies ist leider nicht so, wie die folgenden Beispiele zeigen.

5.3.1 Das Cauchy—Problem fiir die Laplace—Gleichung

Wir betrachten das Anfangswertproblem

1
AU = Uy + Uyy =0, u(x,0) =0, unduy(x,0) = —sinnz,n e IN. (5.3.1)
n

Schreiben wir die Laplace—Gleichung als
Uyy = —Ugg (5.3.2)

so hat (5.3.1), (5.3.2) die Form (5.2.12), (5.2.12). Also gibt es zu jedem n € IN jeweils genau
eine analytische Losung. Diese bestimmen wir mit dem Produktansatz und erhalten
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1

up(z,y) = s sin(nz) - sinh(ny) . (5.3.3)

Es gilt also

1
Uny(2,0) = - sinnx — 0 fiir n — oo gleichméfig ,

aber uy(z,y) — oo fiir jedesy > 0.

Die Losung héngt von den Anfangsdaten also nicht stetig ab, d.h. das Anfangswertproblem
(5.3.1) ist nicht korrekt gestellt, obwohl der Satz von Cauchy-Kowalewskaya angewendet
werden kann. Es gilt sogar ganz allgemein: Fiir elliptische Differentialgleichungen ist das
Cauchysche Anfangswertproblem nicht korrekt gestellt.

5.3.2 Das O. Perronsche Beispiel [61] 3.2

Das Anfangswertproblem

Up = Uy + vy , u(0,y) = 0 ,

5.3.4
Vy = AUy + Vy + f(.f + y) ) U<07y) =0 ) ( )

ist hyperbolisch fiir a > 0, parabolisch fiir ¢ = 0 und elliptisch fiir a < 0. Es hat stetig
differenzierbare Losungen u,v in einer Umgebung der Geraden z = 0 dann und nur dann,

wenn
fiira >0 f stetigist ,

fira=0 f zweimal stetig differenzierbar ist und

fiira < 0 f reell analytisch ist .

Aufgabe 37:
Man beweise die Behauptungen des O. Perronschen Beispiels.

5.3.3 Das Beispiel von Hans Lewy (nach [116] I, §B)
Sei U(z,y,t) in einer Umgebung des Ursprungs stetig differenzierbare Losung von

Uy + tuy — 2i(x + iy)uy = f(t) (5.3.5)
mit stetiger reellwertiger Funktion f(¢). Dann mufl f(¢) bei ¢ = 0 analytisch sein.

Um dies zu zeigen, fiithren wir in der Kreisscheibe 22 + 4> < R die komplexe Variable z =
x + iy = re’¥ ein und definieren s = r2. Des weiteren definieren wir die Funktion

V(tyr):= / udz .
|2|=r

Dann ergeben sich
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r o 2w

:// Uy + Tty dwdy—z//uz—i-zuy)pdpdgo
z|<r

und Differenzieren liefert

2

av , . dz
5 =1 / (ug +iuy) +dp =71 / (uz—i—zuy)?
J2l=r =
oV 10V .o dz 1
|z|=r |z|=r

v .
= ZE +arf(t).

Die komplexe Funktion
t
Ult,s) :=V(t,/s) + ﬂ/f(r)dT
0

erfiillt demnach die Differentialgleichung

oU oU
=i— fir0<s<R? und |t| <c,
Bs ot
das heiflt, Real- und Imaginérteile von U = U; +iU; geniigen dort den Cauchy—Riemannschen

Differentialgleichungen

Uis + Uz =0,
Uss — Uy =0.

Also ist U = U(s —it) dort holomorph. Insbesondere ist U stetig bis s = 0 und U (¢,0) = 7 f(¢)
reell. Dann ist die Fortsetzung U(t + is) = U(t — is) nach dem Schwarzschen Spiegelungs-
prinzip holomorph. Folglich ist U analytisch, und deshalb ist auch f(¢) analytisch.

Man kann also die Differentialgleichung (5.3.5) f € C'* noch nicht einmal approximieren,
denn fiir nicht analytische f(¢) hat (5.3.5) tiberhaupt keine Losung!

In [116] wird eine nirgends analytische aber unendlich oft differenzierbare Funktion f
konstruiert. Mit dieser Funktion f hat also (5.3.5) iiberhaupt keine Losung.
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6 Elliptische Differentialgleichung zweiter
Ordnung, das Maximumprinzip [58, 61]

Wir betrachten nun Differentialgleichungen zweiter Ordnung in zwei Unabhéngigen. Lineare
Gleichungen haben hier die Gestalt
(a(@,y)ue + b(z.y)uy), + (bue + cuy), + Puz + Quy + Ru+ S5 =0 (6.0.1)

Die Typeneinteilung wird fiir den Hauptteil vorgenommen. (6.0.1) heifit im Punkt (x,y)

elliptisch fiir (ac —b*)(xy) > 0,
parabolisch fiir (ac —b*)(xy) = 0, (6.0.2)
hyperbolisch fiir  (ac — b?)(z,y) <

Diese Definition ist in Ubereinstimmung mit unserer Definition in Kapitel 3, wenn wir sie auf
das zu (6.0.1) gehorende System erster Ordung fiir

ulzuz,ugzuy

6.0.3
uy, —ug, =0, (auy + bug)y + (buy + cuz)y = f ( |

anwenden.

6.1 Maximumprinzip und Hopfsche Lemmata

Wir betrachten zuniichst (6.0.1) vom elliptischen Typ mit Koeffizienten a,b,c € C! und
PQ.,R,S € C°.

6.1.1 Satz: Sei G Gebiet und (6.0.1) elliptisch in G. Seien a > 0, R < 0 und
S<0ing,(S>0ingG), (6.1.1)

und sei u € C*(G) Losung von (6.0.1). Dann hat u kein Maximum > 0 (kein Minimum < 0)
in G.

Beweis: Annahme: Es gilt u(xg,y0) = maxu > 0, (zo,y0) € G. Das Gebiet G ist offen, also
ist (x0,y0) auch lokales Maximum und

vu(x()uy()) = 6
Dann folgt aus der Differentialgleichung im Punkt (x,y0)
(aUzz + 2bUgy + ClUyy)|(zg,yo) = —Ru — S > 0.

Um diese Ungleichung als quadratischen Ausdruck zu schreiben, transformieren wir
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f =T,nN = _b(anyO)x + a(xO)yD)ya
Uy = Ug — buy , Uy = auy,,

2 2
Ugg = Uge — 2Ugy + DUy s Uzy = AUgy — ADURy 5 Uyy = A Uy ,

und die Ungleichung geht {iber in
a(u§§ + (ac — bZ)unﬁ) |($0,y0) >0.

Andererseits hat u in (zo,y0) ein lokales Maximum, deshalb gilt neben Vu(zo,y0) = 0 auch
noch
uge <0 und uy, <0

im Widerspruch zu obiger Ungleichung mit ¢ > 0 und ac — b> > 0. Also kann u in G kein
Maximum annehmen. O

Mit Hilfe von Satz 6.1.1 kann man im Folgenden zwei Lemmata von E. Hopf zeigen.

6.1.2 Erstes Hopfsches Lemma: Seien ac —b*> > 0,a >0, R <0 in G erfiillt. u € C?(G)
sei Losung von (6.0.1), S <0, und uw nehme in G ein positives Maximum > 0 an. Dann ist u
konstant in G. (Entsprechend ist u konstant, wenn S > 0 und u ein negatives Minimum in G
annimmt. )

Beweis: Wir nehmen an, dass u nicht konstant und M = wu(xg,59) > 0 das Maximum
mit (z9,y0) € G sei. Dann existiert (z1,y1) € G und mit u(z1,y1) < M eine abgeschlossene
Kreisscheibe K, = {(z,y)||(z,y) — (z1,51)] < 7o} mit 7o > 0 und wu(z,y) < M fir alle
(x,y) € K. Des weiteren existiert ein Weg von (z9,y0) nach (x1,y1), so dass K, entlang dieses
Weges mit Mittelpunkten auf dem Weg ganz in G verschoben werden kann. Nun verschieben
wir K, von (z1,y1) in Richtung (xo,y0) so lange, bis das erste Mal ein Punkt (£,7) auf dem
Kreisrand liegt mit w(§,n) = M. Dann gelten u(&,n) = M sowie u(z,y) < M fiir alle Punkte

(z,y) € Kyy, d.h. im Innern der Kreisscheibe K.

Bild 47: Geometrische Konstruktion

Durch (&¢,1) legen wir einen Kreis 0K vom Radius r; < rg, der 0K tangiert und in K,
liegt. Im folgenden sei o0BdA der Mittelpunkt von K7 der Ursprung unseres Koordinatensy-
stems. Um (&,7) legen wir noch einen dritten Kreis K9 vom Radius r9 < 71 derart, dass
u(z,y) > 0 in Ko C G gilt. Dies ist wegen u(¢,n) = M > 0 und der Stetigkeit von u immer
moglich,
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Nach Konstruktion haben wir also:
u< M auf K1\ {(£&n)} undu(én) =M > 0.
Wegen der Stetigkeit von u gibt es demnach eine Konstante m > 0, so dass
Ulppynre, S M —m

erfiillt ist. E. Hopf definierte die folgende Hilfsfunktion:

h(zy) == e~ @ Hy?) _ gmart

mit einem spéter zu wihlenden Parameter o« > 0. Dann gilt
h‘aKgﬁ?1 > O
und mit den Ableitungen
he = —20me” @ +V?) hy = —2aye @ Hv?)
schlieBlich
(ahy + bhy)y + (bhy + chy), = 4a*(az?® + 2bzy + cy2)e_0‘($2+y2)
— 20 @) (a4 ¢+ z(ag + by) + y(be + ) -

Wegen 22 + y? > 0 in Ko gibt es eine Konstante ¢y > 0, so dass wegen ac — b% > 0 die
Ungleichung o
ax? + 2bzy + cy?® > ¢o > 0 fiir alle (r,y) € Ko

erfiillt ist. AuBerdem wiichst der erste Summand mit der Ordnung a?, der zweite nur mit der
Ordnung . Wenn wir also a > 0 geniigend grof3 wihlen, erhalten wir mit R < 0 schlie3lich

Lh := (ahg + bhy) + (bhy + chy) + Phy 4+ Qh, + Rh
= 402 (az? + 2bzy + cyQ)e_a(mzﬂlg)
— 20 ) (4 4 ¢+ (P + ag + by) + y(Q + by + ¢,)) + Re &+ _ ge=ori
>c1 >0 in K.

Auflerdem haben wir
hlox, =0,0 < hl|g, < e+ <1 und hlgaz, <0
Nun wéhlen wir zu u die Funktion
vi=u+d0-h mit0<d< 3.
Dann gelten v(&,n) = u(&,n) = M und
U‘aKgmfl <M-m+%-1 =M-3<M,

Vo < Uok R, =
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Also ist
U‘aKQ < ]\47

erfiillt und v hat demnach in K5 ein positives Maximum. AuBerdem gilt in K>

Lv+S:=Lv+ (S —6Lh)=Lu+S+8Lh—6Lh=0 und S < S <0.

o]
Wir kénnen also Satz 6.1.1 anwenden, der ein positives Maximum von v in Ko aussschlief3t.
Dies ist ein Widerspruch, das heifit, « muss konstant sein.
Im Fall S > 0 betrachte man statt v die Funktion (—u). O

6.1.3 Korollar: Ist R = 0, so muf3 u konstant sein, falls v in G ein Maximum oder Minimum
hat.

Beweis: Betrachte dazu w := u 4+ g mit g > Max u bzw. p < Min u. Dann erfiillt w wegen
R = 0 ebenfalls (6.0.1), und Anwendung des ersten Hopfschen Lemmas 6.1.2 liefert die Be-
hauptung. a

6.1.4 Satz: Sei v € C?(G) N C%G) Losung von (6.0.1) in G mit S = 0,
ac—b>>0unda >0, R <0 inG. Dann gilt fiir alle (x,y) € G

u(x < Max |ul. 1.2
lu(z,y)| < aag |ul (6.1.2)
Das bedeutet, dass das Dirichlet—Problem (6.0.1)

ulog = ¢ € C°(9G) (6.1.3)

korrekt im Sinne von ¢ € CY(0G) — u € CY(G) gestellt ist, wenn man nur die Losbarkeit
zeigen kann.

Beweis: Sei ¢(sg) = Maagx ©(s). Dann ist entweder u(x,y) < ¢(so) in G oder u = ¢(sp) nach

dem ersten Hopfschen Lemma 6.1.2, falls ¢(sg) > 0. Ist hingegen ¢(s¢) < 0, so kann u nach
dem ersten Hopfschen Lemma kein positives Maximum in G haben, da sonst 0 < upj,y = u
in G im Gegensatz zu u(xg,y0) = ¢(s0) < 0 gelten wiirde. Zusammen bedeutet das

<M .
u(z,y) < lax {0,0}

Entsprechend finden wir
_U’(x7y) < Maaéx {07 - ()0} :

und beides zusammen ergibt
[u(z,y)| < Max |o|

die behauptete Ungleichung (6.1.2). 0



6.1 Hopfsche Lemmata 147

6.1.5 Satz: G sei beschriikt und u € C*(G)NC(G) sei Losung von (6.0.1) in G und ulag = .
Seien ac — b? > 0 sowie a > 0 und R < 0 in G erfiillt. Wir setzen

) 2
K = ng {]a|,\b[,|c|,\ax|,\bx\,]cx|,|ay\,|by],|cy|,|P|,\Q|,|R|},m = Mén act”

a-+c

Dann gibt es eine Konstante M = M (K,m,G), so dass gilt
Ju(e.)| < Mo ] + M Masx |3 (6.1.4)
g

Aufgabe 38: Man beweise Satz 6.1.5. Dazu fithre man die Hilfsfunktion
w = ¢+ C(e — e27)
mit ¢ = 1\/[aagx lp|, C = ng IS], & = ng x und geeigneter Konstanten o > 0 ein und
verwende das erste Hopfsche Lemma 6.1.2 fir U := u — w.
Die allgemeine im Allgemeinen nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
F(2,y,utg Uy Upg gy Uyy) = 0 (6.1.5)

mit F' € C! heifit absolut elliptisch in G x RS, falls es eine stetige Funktion d(z,y) derart
gibt, dass fiir alle (z,y,u,p,q,r,s,t) € G x RS gilt

F.F,—1F? > d(zy) > 0. (6.1.6)

6.1.6 Satz: ui,us € C?(G)NC%G) mit
u1lag = uzlag (6.1.7)
seien Losungen derselben absolut elliptischen Differentialgleichung in G mit
F,>0 und F,<0 in GxRS. (6.1.8)
Dann gilt uy = us9 in g.
Aufgabe 39: Man beweise Satz 6.1.6.

6.1.7 Das zweite Hopfsche Lemma:
u € C?(G) N CHG) sei Losung von (6.0.1) mit ac —b*> > 0,a >0, R<0,S5<0inG. In
einem Randpunkt (z9,y0) € 0G gelte Maagx u = u(xo,yo0) > 0 und 9G sei in der Umgebung von

(w0,90) in C? und in (wg,yo) nicht charakteristisch, d.h. in (zo,y0) muf} gelten

Yo :@o # (c+b) : (a+D), (6.1.9)
falls (zo,y0) parabolischer Punkt ist. Dann ist entweder
0
a_“ >0 (6.1.10)
" (zo.40)

oder u = u(xp,yo) ist konstant in G. Hierbei ist n die duBere Normale an 0G.

Aufgabe 40: Man beweise das zweite Hopfsche Lemma.



148 6 Maximumprinzip

6.2 Finite Differenzen und das diskrete Maximumprinzip

Die Uberlegungen zum Maximum-Prinzip, insbesondere zu Satz 6.1.5 lassen sich auch auf
die diskreten Analoga zu elliptischen Differentialgleichungen, namlich elliptische Diffe-
renzengleichungen iibertragen. Dies wollen wir nach [11] im Folgenden skizzieren.

Definition: Eine N x N Matrix M = ((m;;)) heift vom positiven Typ, wenn es eine
Indexmenge J (M) gibt und die folgenden Bedingungen erfiillt werden:

mi; < 0 fiir ¢ # 7, (6.2.1)
N
> mg > 0 firallei=1,...,N, (6.2.2)
k=1
N
d mg > 0 firie J(M)c{12,...,N}, (6.2.3)
k=1
fir i ¢ J(M) existiert eine Kette von Elementen mjk, My ks, - - . Mk, ; ungleich Null mit

j € J(M). Eine solche Kette nennen wir eine diskrete Verbindung von i nach J(M).

6.2.1 Lemma: Wenn M eine Matrix vom positiven Typ ist, dann ist M reguldr und die
Inverse von M hat nur nichtnegative Elemente. Die Ungleichungen

N
> myz; > 0 firi=1,...,N (6.2.4)
j=1
haben
xj > 0 firallej=1,...,N (6.2.5)

zur Folge.
Matrizen mit diesen Eigenschaften nennt man héufig auch M—Matrizen.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dafl (6.2.5) aus (6.2.4) unter o.g. Voraussetzungen folgt.
Als erstes iiberzeugen wir uns von my; > 0 fiir ¢ = 1,... N. Denn falls m;; = 0 gelten wiirde,
folgte aus (6.2.2) und (6.2.1)

n N
0< ) mip=» miy <0,
k=1 ki
somit mg = 0 fiir alle k. Also wiirde i ¢ J (M) gelten, aber es wiirde kein m;;, # 0 gelten im

Widerspruch zur diskreten Verbindungseigenschaft.
Fiir jedes i = 1,...,N gilt demnach

mi; 1
L= o s
Z My *i Mi; Zm”xﬁ =T
JF J#i
1 <1l fir jeJ(M)
d — i .. : ’
un miijz#im”{ =1 fir j;¢J(M).

Im Widerspruch zu (6.2.1) nehmen wir jetzt an, es gelte z = z; = min{x;} < 0.
Fiir diesen Index ¢ sind dann zwei Félle moglich.
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1.7 € J(M). Dann folgt mit (6.1.9) der Widerspruch

1 1
T =2 < Z|mij’£§ - Zmijl'j <zi=zx.

" "
2.1 ¢ J(B). Dann gibt es einen Index kj mit m;;, # 0.
Falls z < g, gilt, erhalten wir wieder einen Widerspruch

1 1
T=2i= — > mijlz < - > myr <wi=z.

R R

Also gilt z = z,, und wir konnen ¢ = k; wihlen.

Mit der gleichen Argumentation wie oben kénnen wir dann in der Kette sukzessive i = ko
wéahlen. Nach endlich vielen Schritten erreichen wir
i€ J(M), und das kann nicht sein.

Also gilt ; >0 firi=1,...,N.

Falls My = 0 gilt, folgt y; > 0 und —y; > 0, also ¥ = 0. Der Alternativsatz der linearen
Algebra liefert deshalb, dass det M # 0 erfiillt ist. Die inverse Matrix H = M ! existiert
also und erfiillt die Gleichungen

N
Zmz‘jhjk =0 >0.
=1

Mit der eben gezeigten Ungleichung (6.2.1) ergibt sich hj; > 0. Damit sind alle Behaup-
tungen von Lemma 6.2.1 gezeigt. O

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir die Differenzenapproximation der Laplace—
Gleichung

—Au = f in g 3

ulp =0 auf I' =0G,

wobei 0G der Einfachheit halber ein Rechteck sei.

(6.2.6)

Bild 48: Quadratisches Differenzengitter

Der zentrale Fiinfpunkte Differenzenoperator Ay fiir A lautet
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Apu = # {u(x + h,y) + u(x — hyy) + u(x,y + h) + u(x,y — h) — du(z,y)} . (6.2.7)

Wir ersetzen (6.2.6) durch die diskreten Gleichungen

N
—thhuh == Zmijuhj = h2fz fiir ¢ = 1, ce ,]\f7 (628)
7=1

wobei wir uns die inneren Punkte durchnummeriert denken. Aus der Definition (6.2.7) ent-
nehmen wir fiir (6.2.8)

_1 al
mij:{ 04 Oder}<0ﬁiri7§j undE:mm‘:O
=1

fiir diejenigen Indizes 4., bei denen kein Punkt des Differenzensterns auf dem Rand liegt.
Liegen r > 1 Punkte auf dem Rand, so gilt

N 1 1
j=1

M in (6.2.8) ist also vom positiven Typ.

6.2.2 Satz: Aus
|Apop| < B3 vplr, =0

folgt
lo| < Be

mit einer von vp,h und 8 unabhéingigen Konstanten c.

Beweis: Wir withlen eine Hilfsfunktion ¢ € C* mit ¢|r = 0, so dass in G gilt

Ap < =2
Aufgrund des Mittelwertsatzes haben wir

|Ap — Apep| < ch?
und demnach fiir geniigend kleines hyp > 0 und alle 0 < h < hg die Ungleichung

App < —1 (6.2.9)
Folglich gelten die beiden Abschétzungen
—Ap(op +Bp) > —B+B=0 und — Ap(—v,+pp) > -8+ 5=0,

aus denen sich mit Lemma 6.2.1 sowohl 0 < vy, + B¢ als auch 0 < —v, + B auf dem Gitter
ergeben.
Damit folgt

"Uh‘ SIB()OSCIB7
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wie behauptet. O
Die Existenz der Hilfsfunktion ¢ ist fiir ein Rechteck nicht—trivial.

6.2.3 Satz: Sei u € C*(G). Dann gilt fiir die Losung uj, der Differenzengleichungen die
Fehlerabschétzung
lup, — u| = O(h?).

Beweis: Aus dem Mittelwertsatz folgt
|Apu — Au| < ch?
und mit Apup|; = Aul;:
\Ahuh — Ahu\ < Ch2
lup, — u| < ch?.

Also liefert Satz 6.2.2 die behauptete Abschitzung. O

Bemerkung: Fiir ein Gebiet mit Ecken ist u € C*(G) eine unverniinftige Forderung, da sie
i.a. nicht erfiillt werden kann.

Fiir ein Gebiet mit glatter Randkurve G mufl man hingegen Differenzenschema und Beweis
dndern. Siehe dazu [126] §7.

Aufgabe 41: Auf dem achsenparallelen Quadrat G wird das gleichmiBig elliptische! Randwertpro-
blem mit stetigen Koeflizienten a,c > 0

a(x,y)um + C(way)uyy + Pug, + Quy = 0,
up = ¢

durch das Differenzenschema

() (un (i + huy) + un (3 — hyy) — 2un(2.9)

h2
—c(ac,y)% (up(z,y + h) +up(z,y — h) — 2up(x,y))

—P(:v,y)% (un(z 4 hyy) — up(z — hyy)) (6.2.10)

(uh(:E?y + h) - Uh($,y - h)) = 07
Unhlag = ¥
in den Gitterpunkten quadratischer Differenzengitter der Maschenweiten h approximiert.

a) Zeige, daf die durch (6.2.10) definierten linearen Gleichungen auf dem Differenzengitter
eine Koeffizientenmatrix vom positiven Typ haben, vorausgesetzt 0 < h < hg mit einem
geeigneten hg > 0, das nur von den Koeffizientenfunktionen a,c,P,Q) abhéngt.

! Eine elliptische Differentialgleichung der obigen Gestalt heiBt gleichmiBig elliptisch, falls es eine positive
Konstante v gibt, mit der ac > v gilt.
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b) man zeige fiir die diskrete Losung uj, das diskrete Maximumprinzip:

Min ¢|agnaitter < un < Max ¢|agnaitter

fiir alle 0 < h < hy mit hg aus a).

Aufgabe 42: Man gebe ein Verfahren zur Berechnung einer Koordinatentransformation
f=z ., C=V(ay)
an, so dass die gleichmiiBig elliptische lineare Differentialgleichung?
(aug + buy)y + (bug + cuy)y + Pug + Quy + Ru = f (6.2.11)

iibergeht in
Auge + Cuge + pug + que +ru = f.

2 Die elliptische Gleichung heifit gleichmiBig elliptisch, falls es eine positive Konstante ~ gibt, so dass ac—b% >
v > 0 fiir alle (z,y) € G gilt.
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Ubungsaufgaben mit Lésungsvorschligen
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Ubungsblatt 1

Aufgabe 1 (6 Punkte) Bestimmen Sie allgemeine Losungen u = u(z,t) der folgenden par-
tiellen Differentialgleichungen:

du 9*u *u
a‘) _17 b)a—y2:6y, C) axay:1

o
Loésungsvorschlag zu Aufgabe 1 Mit u = u(x,t) bezeichnen wir die Funktion u = (x,y,t).

a) u(wy,t) =z + C(y.t)
(C ist eine beliebige Funktion von y und t).

b) Einmalige Integration liefert

ou 9
6_y - Ey + Cl(xvt)v

nochmalige Integration
u(@yt) = y* + Cr(wt)y + Ca(at)
mit beliebigen Funktionen C; und Cs.

c¢) Einmalige Integration nach y:

ou ~
% - y+ Cl(xvt)7

nochmalige Integration nach x:
0

Mit Cf := fox C1(&,t) d€ erhalten wir die Losung
U(ZL’,y,t) =xy+ Ol (IL‘,t) + 02(yat)7

wobei die Funktionen C7 und C5 stetig nach = bzw. y differenzierbar sein miissen.

Aufgabe 2 (6 Punkte) Mit Hilfe der Koordinatentransformation &; = = — at, & = x + at
bestimme man Lésungen u = u(t,z) der im Raum eindimensionalen Wellengleichung

Upt — a2um =0.
Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2 Die Koordinatentransformation liefert

_&-& und $:§2+€1'

t
2a 2a

Damit erfiillt

& —& §2+§1>

&1.82) ::u( 2a  2a
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die partielle Differentialgleichung

o*a
= 0 *
910> )
Es gilt ndmlich
Ou  du 0&  Ou % ot ou

ot o6 ot o6 ot “og o6

etc., und somit
o2 0e7 06108 06108 0€l
20%0 5, 00 2 0%

+ R
oz~ oq0g T ¢ o2

sowie
Pu  0*a 9%a Rt
22 a2 V4 a0 T a2
81‘ 861 851852 852
und daher
Pu_ L, 0%

a = —4a .
ot? ox? 061082
Aus der eindimensionalen Wellengleichung folgt daher die Gleichung (*). Einmalige Integra-

tion liefert 9
n
o6 J2(&2),

nochmalige Integration (beziiglich &2)

&2
@(51752)2/ fa(s) ds+f1(&1).
QO
=:Fi(&2)

Das Ergebnis mufl mit demjenigen iibereinstimmen, welches man durch Vertauschen der In-
tegrationsreihenfolge erhélt. Daher lautet die allgemeine Losung

W(61,6) = Fi(&1) + Fa(&2), Fi,Fy € C'(R),
beziehungsweise fiir x und ¢

u(t,x) = Fl(a: — Cbt) + FQ(JJ + at), Fl,FQ S Cl(R)

Aufgabe 3 (6 Punkte) Transformieren Sie die dreidimensionale Laplace-Gleichung

Pu  0*u  O%u

Au=—+_——5+——
" oxz?  oy® 922

=0

in Kugelkoordinaten.
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Loésungsvorschlag zu Aufgabe 3 Die Kugelkoordinaten lauten

T =1Tcosp sinb,

y = rsiny sinf,

z=rcosf.
Dann gilt
r(zy,z) = Va? +y 42 +27
p(x,y,2) := arctan(y/x),
0(x,y,z) := arccos : .
Va?+y+2 422
Nun gilt:

ou Ou ou ou
e o ae 0t g P
ou Ou ou ou

Ty + % Gy + % Py,

oy or
ou Ou ou ou
&ZETZ %02_'_%()027
Pu  0u 2 *u *u ou
Pk 82 —i—mexm—kwgoxm—karm
9%u 0%u 9*u ou
T o9 705+ gy fere 969 P20+ g Ve
9%u 9%u 9u ou

anqa. rxlx ana. . x‘gr a _ Fzrx
+a2%+aear9”+aeagp¢ ton?

82'& 2 8 u 2 82U 2 82U 82'& 82U
ST e it g e t? (87“84,0 Pt a6 0 Bea, Ww)
ou ou ou

2 2

Die entsprechenden Ausdriicke fiir a—z und — 5.2 u 5 folgen, wenn man z durch y bzw. z ersetzt.
Y z

Es folgt dann

%u 5 5
Au = 92 (r2+ry+r )+W(9§+9§+9§)+8—¢2(8024‘8034‘903)

9%u o%u
+ 2 (8 a5 (rape + Tyoy + 720;) + 5790 (ra0gp + 1y0y +12.0)

Ml G 0 9
898(,0 Pz + Oypy + z@z))
ou ou
+ or (Toz + Tyy +722) + 90 (em + Oyy +0..) + 0@ (Paz + Pyy + ©2z) -
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Hier lauten die bendtigten Ableitungen von r, # und ¢ wie folgt:

X

Ty = —F/———— ) Ty = Y ) Tz = ° )
Va2 +y? + 22 Va2 +y? 4+ 22 Va2 +y? 4+ 22
_ Yy __ " -0
(Pac— $2+y27 @y—x2+y27 902_ 9
1 Tz 1 Yz 1 1 22
bo=——=(5) h-——=(5) 92———,32'(;—73)
T or2 o2 o2

Damit ergeben sich bereits die Vereinfachungen

82u+ 182u+ 1 82u+8u( n +ral)
=—+=—+—-——+=—(r r r
o r2ap*  r2sin?09yp>  or T YT

ou du
+ 20 (O + Oyy + 0..)+ % (Pea + Soyy) .

Au

Nun gilt:

o

7__’_ ,
NG N (V- N

1 Yz 1 2r? — 2%z
5 2)37‘—2+ < 5 2)3 ré
re—Zz vVre —z

1 2212 — 22. 22

Y
r2 — 52 rd

)

und hiermit
1
3
(1 /2 22> 4

— (zr2 — 2y22)(7“2 — z2) — (2zr2 — 2. 2z)(r2 — zz))

237’2 _ 27”4 2

zr
(r2 — 22 /22 + 21t /22 + 2t

cos 0 cot @

r2sin 6 r2

Ore +0yy + 0., = — (z%2r® — (2r® — 22%2) (r® — 2%) + y?2r?

Damit lautet die Darstellung des Laplace-Operators:

A’U,_@—FE&—!— 1 82u+C0t9@+g@
o roe*  r2sin?00p*  r2 00 ror
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Aufgabe 4 (6 Punkte) Formulieren und beweisen Sie das Reynoldssche Transporttheorem
fiir eine Raumdimension.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4 Wir betrachten das Anfangswertproblem

d
d—i =v(yt), (yit) €GC R2
y(to) = .
Wir setzen
Iy={teR|[t—to|<d} (6>0)

und nehmen an:

t
a()
| |
| ; |
| |
| |
| |
| fo |
: G(to) !
| |
} } >
a(t) b(t)
Zu zeigen: Fiir v,® € CY(G), a,b € C'(I5) folgt:
d b(t) b(t) OP b
— D(y,t)dy = — + —(P(y,t t))| dy.
i L pna= [ |5 @)

Aufgrund der Leibniz-Regel gilt
d [o®
dt a(t)

b(t)

B(y.t) dy — / | %@(y,t)dy LB (1) — (alt).0)d(t),

a(t ~~

t € Is. Fir das “Geschwindigkeitsfeld” v gilt

_ dy _ _dy o
v(b(t),t) = o - =V(t), v(alt)t) = o o a'(t)
und somit
£(t) = (@ v) (b(t),t) — (@) (a(t).t)

(b
B b(t) o o p
- / o L@ ]y

woraus das gewiinschtes Resultat folgt.
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Ubungsblatt 2

Aufgabe 1 (6 Punkte) Zeigen Sie, daf fiir &y € C?(R), ®; € C*(R), ¢ > 0 die Gesamtheit
der Losungen von

Ut — C%um =0, u(z,0)=d0(x), u(z,0)=¢1(x)

durch die d’Alembertsche Formel

1 1 x+cot
o) = 5 ol — o) + oo+ ) + - [ (@)
xr—cot

gegeben ist. Wie konnten Anfangswertproblem und Losung fiir nur stetige Vorgaben @ und
®; sinnvoll verallgemeinert werden?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1 Wir miissen zeigen: (a) ist u(¢,2) durch die d’Alembertsche
Formel gegeben, dann is u Lésung des Anfangswertproblem; (b) jede Losung des AWPs 148t
sich durch die d’Alembertsche Formel darstellen.

(a) Aus Aufgabe 2 der 1. Ubung ist bekannt, daf8 mit o = x — cot, 8 = 29+ cot die Gleichung
Upt — cgum = 0 iibergeht in

Uop =0, mit u(z,t) = a(a(z,t),8(z,t)). (%)
Die allgemeine Losung von (x) lautet
i(a,f) = F(a) + G(B), F.GeC” (%)

Ist nun u(z,t) durch die d’Alembertsche Formel gegeben, so gilt

) = 5 (2ol 0o+ & [y de)

0

Hieraus folgt eine Darstellung der Form (xx), wenn wir

F) =5 (wtw+ 2 [eiae). 6= (w09)+ L [ wierae)
wahlen. Da ferner gilt: o = 8 =z fiir t = 0 und
i(z,) = Bo(x),  also u(,0) = Do(x),
we(2,0) = —cofia(@,z) + coiig(z,)
-2 Bcpg(x) - %@1(@] +2 B(I){)(m) " Cloq>1(x)]
= ®1(2),

ist somit bewiesen, dafi die durch (x) definierte Funktion u(z,t) eine Losung des Anfangs-
wertproblems ist.
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(b) Sei nun umgekehrt u eine Losung des Anfangswertproblems; zu zeigen ist, dafl v durch
die d’Alembertsche Formel dargestellt werden kann. Wir wissen:

U(.’E,t) = g(.%' - Cot) + h(.’I,' + Cot)u gvh € CQ(R)a

ist die allgemeine Losung der Wellengleichung. Durch Einsetzen in die Anfangsbedingung
folgt:

g(x) + h(z) = Po(x), (% % *)
—cod (z) + coh' (z) = ®1(x), x €R.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt
2coh (z) = co®p(x) + ®1(z), z€R

und somit durch Integration

h(z) = %@o(ac) + 2%:0 /w ®,(8)de, zeR

und damit (Einsetzen in (x % %))

1 x+cot
+§(I)0($+Ct)+%/xo @1(§)df

- [@0(:1: —cot) + Po(x + cot) + — /:JFCOt ®1(§) df} .

€0 —cot

| =

Nur stetige Vorgaben fiir &g und ®; fithren zu “Knicken” bzw. “Spriingen” bei der durch
die d’Alembertsche Formel gegebenen Funktion w bzw. ihren Ableitungen.

Aufgabe 2 (6 Punkte) Losen Sie das Anfangs-Randwertproblem

utt—cgumzo, O<z<L, t>0, cg>0
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0,

mit Hife der d’Alembertschen Losungsformel, indem Sie ¢ und 1 zu geeigneten Funktionen
® und ¥ auf R fortsetzen.
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Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2 Wir setzten die Funktionen ¢ und 1 wie folgt periodisch
fort:

—¢(—x) fir -L<x <0, —(—x)
O(z) = < ¢(x) fir0<z<L, , ¥(z)=1 )
—¢(L—x) fir L<x<2L, —(L — x)
und definieren
x+cot
(@ t) = % (@(:c ~ cot) + B(x + cot) + % / ) d§> . (%)

Offenbar ist u(x,t) Losung der Wellengleichung, welche die Anfangsbedingungen erfiillt (siehe
Aufgabe 1). Zu zeigen ist, dal u auch die Randbedingungen an x = 0 und x = L erfiillt. Es
gilt

w(0,1) = % <q>(_cot) +d(cot) + & / " 3 dg) |

€0 —cot

Da die Funktionen ® und ¥ beide ®(§) = —®(—¢) bzw. V(§) = —¥(=¢) fiir alle £ € R
erfiillen, gilt w(0,t) = 0. Ferner haben wir:

L+-cot

1 1
u(Lyt) = = <<I>(L —cot) + O(L + cot) + — /
2 €0 JL—cot

wm)

Da die Funktionen auflerdem in Bezug auf = L “ungerade”, d.h. “punktsymmetrisch” sind
(P(L+E) = —D(L—-E), Y(L+E) = —V(L—E)), gilt analog u(L,t) = 0. Damit ist nachgewiesen,
dafl die durch (x) definierte Funktion v = wu(z,t) die Losung des Anfangs-Randwertproblem
ist.

Aufgabe 3 (6 Punkte) Wie lauten die Losungen folgender Cauchy-Probleme?
a) uug +uy =2, u(yy) =1+y, b) yu, + zuy =z, u(x,0) = z.
Loésungsvorschlag zu Aufgabe 3
a) Zu Losen ist das Cauchy-Problem
uuy +uy =2, u(yy) =1+y.
Die parametrische Darstellung der Anfangsbedingungen lautet
zo(t) =7, yolr)=71, w(r)=1+7, 7R
Aus den charakteristischen Differentialgleichungen

dX dy U

s T T
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erhalten wir (in dieser Reihenfolge!) mit c¢j,co,c3 € R
Y =s5+4c, U=2s+c3, X =5>4c3s+ci.
Zusammen mit den Anfangsbedingungen folgt fiir s = 0

=71, cs=14+717, a1 =71

und somit
X(s,m) = 2+ (1+7)s+T, (%)
Y(s,r)=s+T, (%)
U(s,T)=2s+1+4T. ( % %)
Aus (*) und (xx) folgt
x z
s=——1, 7T=y——-—+1
) )

und somit .
u(zy) = u(s(z.y),m(zy)) =y + "

1
Offenbar gilt u(y,y) =y + 1 und mit u, = —uy =1 — % folgt
Yy Yy

1 x T
wig +uy=—(y+—|+1—-— =2
Y Y Y

b) Zu l6sen ist das Cauchy-Problem
Yyuy + zuy =z, u(z,0) =2x.
Die parametrische Darstellung der Anfangsbedingung lautet
rT1)=7, yl(r) =0, u(r)=71, TER

Die charakteristischen Differentialgleichungen lauten

dX dy dU
@y Y _x T _x
ds " ds "o dx
Fir X gilt also
PX _d (ax)_dy _
ds> ds\ds) ds
somit folgt
X=ce®+ce™®, Y =ce®—ce™® U=cre’®—ce*+cs

mit ¢1,c0,c3 € R. Wir erhalten fiir s = 0:

T=c1+c, 0=c —cy, T=c —ca+c3
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und somit

Cl] =— Cy = C3 =T,

5)
das heifit

X =7-coshs, y=r7-sinhs, U =r7(1+sinhs).
H

Damit folgt:

22 —y? = 7%(cosh? s —sinh?s) = 7

2

und somit
2
Y
_ 2 _ .2 _ 7
T=xvr -y =1x/1 2
T 1
coshs:—:—z,
i
-2
also
1
s = arcosh
1 ¥
J?2

Mit arcosh z = In (z + V22— 1) folgt

und daher

2 2

Y 1 r+y r—y Y
=x\/1—-=|1+ % — = 1-—=.
ulew) = x2< +2(\/:}5—,7; \/w+y>> S

Bem.: Kiirzer ist natiirlich, Y = 7sinh s direkt in 8 einzusetzten.

Aufgabe 4 (6 Punkte) Bestimmen Sie die Losung von
2 z 2
(1+z )uw—i—;uy:w V14w
mit
a) xo(t) =tant, yo(r)=74+1, wo(r)=7-1,

b) zo(1) =0, yo(r) =7, wo(r)=—1.
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Loésungsvorschlag zu Aufgabe 4
a) Mit
awgu) = 1+a?% blogu) ==, czyu) =2Vi+u
Y
lauten die charakteristischen Differentialgleichungen

dx , dY X dU
il S - =

= = X%/1 .
ds T Us T Y ds i

Wir fiithren die Parameter xo(= c1), yo(= ¢2), 20(= ¢3) als Anfangspunkte der Charak-
teristik ein (um den Zusammenhang zu Aufgabe 3 zu verdeutlichen). Dann gilt

/X(s) d¢ /s p
_ = O’
xo 1 + €2 0

arctan X (s) — arctanxg = s,

und somit

also
X (s) = tan(arctanzg + s). (7.0.1)

Damit folgt aus der zweiten charakteristischen Differentialgleichung

Y (s) s
/ ndn = / tan(o + arctan zg) do,

Yo 0
also V2 )
2(8) - % = { —In { cos(o + arctan xo)” .
und somit
9 cos(s + arctan x)
Y(s)=%4/y5 —2In (7.0.2)
cos(arctan xg)
Schlieflich folgt aus der dritten charakteristischen DGL
U(s) d s
7 / 2
= tan(o + arctan zg)) do
[, v ) G )
und somit
2v/1 + u(s) — 2¢/1 + up = [tan(o + arctanzg) — o] ::g
1 2
= u(s)=-1+ [\/1 +uo + Q(tan(s + arctanzg) — xg — s)} . (7.0.3)

Wir betrachten

xo(T) =tant, yo(r)=7+1, wue(r)=7-1 (7.0.4)
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mit

TGR\{g—I-kﬂ"kEZ}.
Wir untersuchen, welche weiteren Bedingungen 7 erfiillen mufl. Es gilt

a(2o(r),y0(r),uo(7))  b(20(7),y0(7),u0(7)) '

D) = #0(7) o(™)

2 tanT
1+ tan“t P

1+ tan? 7 1

t
— (1+tan27') <1— :ﬁi) , T # —1;

D(0,7) # 0 gilt also genau dann, wenn tan 7 # 7+ 1 gilt. Wir haben als erste Bedingung:
TER\({%—{—]{JT( ‘ ]{IEZ}U{T* ER‘taﬂT*:T*—{—l}U{—l}). (%)

Wir schlieBen aus (7.0.1)—(7.0.4):

x = X(s,7)=tan(s + 1), (7.0.5)

y=Yi(s,r) = i\/(T +1)2 - 2In % (7.0.6)
1 2

u=U(s,T)=—1+ [\/7_' + §(tan(s +7) — tan(1 — s))] ; (7.0.7)

somit mufl 7 > 0 gelten und wir erhalten als endgiiltige Bedingung fiir 7:

TER+\({%+I€T(‘]€EZ}U{T*ER‘tanT*:T*+1}) =17.

Wegen
ox 8Y:|:
s 0s =+D0,7) #0 firTeT
0X 0Yy
ar  or !l

kann man (7.0.5) und (7.0.6) lokal (d.h., fiir 0 < |s| < s1) nach x und y auflosen (hier
gibt es 2 Fille!) und die Lésung u(z,y) = U(S(z,y),T(z,y)) (S, T Auflésungsfunktionen)
aus (7.0.7) gewinnen.

b) Die folgenden Funktionen sind fiir alle 7 € R wohldefiniert:
CEO(T) =0, yO(T) =T, UO(T) = -1
Wir haben
a(0,7,—1) b(0,7,—1
D(0,7) = (. ) (, : :’(1) (1)'21750 vr eR
o (7) Yo(7)

und brauchen fiir 7 nur die Einschrinkung () zu beriicksichtigen. Setzen wir die hier
vorliegenden Anfangsbedingungen in (7.0.5)—(7.0.7) ein, so folgt
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x = X(s,7) = tans, (7.0.8)
y =Yyi(s,7) =++/72 —In(cos? s), (7.0.9)

1
u=U(s,7) =—-1+ Z(tans —s)2

ox ov.
O0s 0s

0
ox ov. || 7
or 0s s=0

gilt, kénnen (7.0.8) und (7.0.9) lokal wie folgt aufgelést werden:
s =arctanz =: S(z,y), 7=T(r,y) und
1
u=u(z,y) =U(S(z,y),T(z,y)) =—1+ Z(:z: — arctanz)?.

Bemerkung: Auch v = 1 ist eine Losung. Beide Losungen erhalten die Anfangskurve. Das
System der charakteristischen Differentialgleichungen besitzt fiir U = —1 rechte Seiten,
die dort keine Lipschitz-Bedingung mehr erfiillen.

Aufgabe 5 (6 Punkte)

a) Zeigen Sie, dafl die Losungen der Volterraschen Integralgleichungen (1.3.7) (im Beweis
zu Satz 1.3.1) differenzierbar von der Anfangsvorgabe abhéngen.

b) Zeigen Sie, dafl die zweiten partiellen Ableitungen Xg;, Ysr, Usr, Xss, Yss, Uss fiir s €
[—S1,8Y, 7 € [0,Ty] stetig sind.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 5

a) Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:

X(o,7) a(X(J,T),Y(J,T),U(U,T))

F(or):=| Y(o,m) |, a:= b(X(a,T),Y(U,T),U(J,T)) = a(F(a,T)),
Ulo,7) c(X(0,7),Y(0,7),U(0,7))
8F 6X/8T 61a 82@ 83@
W(o,r):=—=—= | 90Y/Oor |, Va:=| 0ib 0Ob 0O3b
ot \ ou/or Dic he  Oye

Wir zeigen, da} W stetig ist. Hierzu nehmen wir an, eine Losung F der Volterraschen
Integralgleichungen (1.3.7) sei gegeben. Diese Gleichungen schreiben wir kompakt als

F(s,7) =Fo(1) + /08 a(F(U,T)) do (%)

mit Fo(7) := (zo(r ,yo(T),uo(T))T. Differenzieren wir (%) nach 7, so folgt mit Wy (1) :=

(2 (7). () b (7))
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W(s,7) = Woy(1) + /05 a(F(o,r)) - W(o,r)do. (%)

Man beachte, da§ F'(o,7) in (*x) eine bekannte Funktion ist. (#x) stellt somit eine lineare
Integralgleichung fiir W(s,7) dar. Diese Gleichung kann auch geschrieben werden als

W = T(W), (% * *)

wobei der Operator T durch die rechte Seite von (%) gegeben ist. Fiir das nun anzu-
wendende Fixpunktargument gehen wir davon aus, dal sie Funktionen a,b,c und ihre
partiellen Ableitungen nétigenfalls zu Funktionen mit kompaktem Triger abgeschnit-
ten worden sind (wie im Skript). Daher sind die in Va auftretenden Komponenten alle
beschrinkt und es gibt somit eine Konstante L mit

|Va- (W1 —Wa)| +|Vb- (Wi — Wa)| + | Ve (Wi — Wa)| < L[|[W1 — Way

(analog zur Ungleichung (1.3.14) im Skript). Wir wéhlen & > L, ¢ := L/@ < 1, und
betrachten (wie im Skript) den Vektorraum der auf (s,7) € [-S,S] x [0,T] = [-S5,5] x I
stetigen vektorwertigen Funktionen:

B := (C°([-5,8] x I))®,

versehen mit der gewichteten Maximumnorm (Bielecki-Norm)

W] := max HW(S,T)e*d\S\
|s|<s,tel 2

Dann erhalten wir aus (%) die sukzessive Approximation
S
W,i1(s,7) = Wo(r) + / Va(F(o,7)) Wy(o,7)do, n=0,12,...,
0

fiir die Fixpunktgleichung (x * %). Man zeigt nun, daf§ T in B eine Kontraktion ist; es
gilt ndmlich

)(T(wl) — T(W,)) e dlsl

< e alsl {

/ Ve (Wl - WQ) do
0

_l’_

/ Va (Wl - WQ) do
0

|

S
< 3e—as|L/ W, — W2H1e—a|a| o—dlo|
0

/ Vb(W; — Ws) do
0

_l’_

< - 1
< |[Wy — Wol| - 9608l e85l Z — 9. | W, — Wy|.
[0

Damit ist 7" eine Kontraktion und W, konvergiert in B somit gleichméfig gegen die
einzige Losung der Fixpunktgleichung ( * %). Insbesondere ist der Fixpunkt W in B,
also eine Funktion mit stetigen Ableitungen beziiglich 7, was zu zeigen war.

b) Die Stetigkeit der gemischten partiellen Ableitungen folgt, indem man die Gleichung
(1.3.7) nach s differenziert und dann eine analoge Betrachtung durchfiihrt. Ebenso fiir
alle weiteren partiellen Ableitungen zweiter Ordnung.
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Ubungsblatt 3
Aufgabe 1 (6 Punkte) Beweisen Sie Lemma 1.3.5.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 11

(1) Sei Ly die Losungsfliche zum AWP; und L? eine Losungsfliche zum AWP; derselben
partiellen Differentialgleichung. Dann schneiden sich zwei Losungsflichen im regulédren
Bereich

R=06\Y =0\ {(zy,2) € R® | a(z,y,z) = b(z,y,2) =0},

d.h. es soll gelten: L1NLy # (). Damit existiert ein Punkt (a:o,yo,u(xo,yo)) € L1NLy. Somit
aber existiert eine Charakteristik Cy durch (:co,yo,u(azo,yo)). Nach Lemma 1.3.5 (welches
anwendbar ist, da L1,Lo CR; a # 0 # b = a® + b> #0) ist Cy € Ly, aber auch Cq € Lo
und es muf wegen der Eindeutigkeit von Cy (durch den Punkt (20,y0,u(z0,40)) gegeben)
gelten: Cy C L1NLsy. Sei nun (xf),y{),u'(x{),yé)) (0.B.d.A. verschieden von (:no,yo,u(xo,yo)))
ein weiterer Punkt aus L1 N Lo. Dann liegt dieser entweder auf Cy oder auf einer weiteren
Charakteristik C. Somit schneiden sich die Losungsflichen nur lings Charakteristiken
(alle Punkte aus Lj N Ly liegen auf Charakteristiken).

(2) Beriihren sich zwei Losungen in einem Punkt, so ist wie in (1) Ly N Ly # (. Dann gibt
es aber wie in (1) eine Charakteristik durch diesen Punkt, die sowohl in L als auch in
Lo liegt. Folglich gehort auch diese Charakteristik zu Ly N Lo.

(3) Wir betrachten die nachfolgende skizzierte Situation. Die Losungsflichen L und Lo
mogen sich verzweigen; also gilt L1 # Lo, L1 N Ly # (). Es gibt somit gemeinsame Punkte
und gemiB (1) sei Ly N Ly = |J;c; C; mit Charakteristiken C;. Zu zeigen ist, dafl auch der
Rand von Lq N L9 eine Charakteristik ist. Sei nun P; € L1 N Ly ein Randpunkt, welcher

»Rand“

Ly

L,

auf der Charakteristik C; liege. Wir nehmen an, C; sei nicht “Rand”. Dann existiert ein
weiterer Punkt P, # P; € L1 N Lg, der auf dem Rand liegt. Auch durch diesen muf} eine
Charakteristik gehen, die hier Co genannt wird; es gilt dann Cy # Cq, und Co muf} wie Cy
sowohl in L; als auch in Lo liegen, d.h. Co C LN Ly und C; C L1 N Ly. Dann muf es aber
einen Schnittpunkt von C; und Ce geben, im Widerspruch dazu, dal Charakteristiken
sich nicht schneiden diirfen.

! nach: Lésung von K. Witowski, M. Gulde und D. Haase
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Aufgabe 2 (6 Punkte) Fiir die Erhaltungsgleichung des Verkehrsproblems

op 0 142\
o + %<11plog 7) =0

und das Anfangsdatum

10 fir x < 0 und z > 60,
p(x,0) = po(z) =< =+ 10 fiir 0 < x < 30,
—x+70 fir 30 <z < 60

fithre man das Charakteristikenverfahren zur Bestimmung von p fiir ¢t = 0.5, 1.0, 1.5 und 2.4
graphisch durch.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2 Die vorgelegte partielle Differentialgleichung ist vom
Typ einer Erhaltungsgleichung

dp | 9f(p) _
ot + or 0 (+)
oder
op | o\ Op
E‘*‘f(ﬁ)’%—o (%)
mit den charakteristischen Differentialgleichungen
dX ay dU
— =1 i — = 0.
ds " ds FO), ds 0

(um mit den bisherigen Aufgaben konsistent zu bleiben, treffen wir die Zuordnung X « t,
Y < x, U <> s). Wir erhalten mit Integrationskonstanten cy,c,cs:

X(s)=s+c, U(s)=c3, Y(s)=f(c3) s+ca

Das Anfangsdatum s = 0 wird mit 7 = x¢ parametrisiert. Wir erhalten

X (0,z¢) =0, also ¢; =0,
U(0,20) = po(T) = po(z0),  also c3 = p(z),
Y(O,xo) = Xo, also Co = X(.

Damit gilt
X(s,z0) = s, Ul(s,xo) = po(wo), Y(s.wo) = f'(po(x0)) - s+ 20
oder mit ¢t = s (aus der ersten dieser Gleichungen)

p(t,zo) = po(zo), (7.0.1)
x(t,zg) = zo + f’(,oo(:xo)) -t
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Damit gilt: die Charakteristiken von () (oder (xx)) sind Geraden, deren Gleichung durch
(7.0.2) gegeben ist. Auf der Geraden, die die z-Achse an der Stelle zy schneidet, ist die Losung
konstant und nimmt den Wert po(zo) an. Entlang der Geraden (7.0.2) wird also gerade der

Anfangswert po(xg) transportiert. Wir haben hier f(p) = 11plog L:‘)Q und somit
142 p —142 142
/ —11( 1 1o == LA =11(loge— — 1.
f'(p) < 8= FP I 2 > (og p )

Zur Durchfithrung des Charakteristikenverfahrens auf graphischem Wege ist folgende Tabelle
niitzlich:

zo polxo)  f'(po(z0)) (f'polz0)) ™
<0 10 18.186 0.05499
0 10 18.186 0.05499
5 15 13.726 0.07286
10 20 10.561 0.09469
15 25 8.1065 0.12336
20 30 6.1009 0.16391
25 35 4.4053 0.22700
30 40 2.9364 0.34055
35 35 4.4053 0.22700
40 30 6.1009 0.16391
45 25 8.1065 0.12336
50 20 10.561 0.09469
59 15 13.726 0.07286
60 10 18.186 0.05499
> 60 10 18.186 0.05499

In der nachfolgenden Zeichnung erkennt man, dafl sich die linke “Flanke” der Loésung
aufsteilt und es zu einer “Uberwerfung” der charakteristischen Flichen kommt, d.h. fiir ei-
nige x wird die Losung mehrwertig. Dieser (unerwiinschten) Eigenschaft wird (spéter in der
Vorlesung) durch Einfiihrung eines Auswahlkriteriums (einer Entropiebedingung) begegnet.



171

100

\
\
\
)
90




172 7 Ubungsaufgaben mit Lésungsvorschligen

Aufgabe 3 (6 Punkte) Ermitteln Sie Basislgsungen zu

Thg + Yzdy + 22, = 0.

Verwenden Sie diese anschlieend, um das Anfangswertproblem mit

P(Ly2) =y+=
zu 16sen.
Loésungsvorschlag zu Aufgabe 3 Aus den charakteristischen Differentialgleichungen

dr dy dz o d®

PP P L R

folgt

de dy dz

— =— =5 =ds.

xr Yz oz
Wir suchen zwei glatte Funktionen, die lings der Charakteristiken jeweils konstant (und
damit im reguliéren Bereich der vorgelegten partiellen Differentialgleichung Lésungen) sind.

d d d d dz —yd
Aus @Y _ —'; folgt @ _ % und somit z dy — y dz = 0; damit ist zaz yez 2y - 0 und daher
yz oz Y z z
y_ c1 € R. Wir haben also
z

(I)l(x)yaz) = ga z 75 0.

1 1 1
Weiterhin gilt v _ — = d(lnz)=d <——> = d (— +In x) = 0. Damit folgt —+Inz = ¢
r oz 2 z z

und somit |
Oy(r,y,2) = —+Inx.  (z>0,2#0)
z

Wegen
0 X
xT
rang(Vo;, Ve =rang [ |~ 0 || #£0, (wy2) £ (0.0)
2’2 22

bilden ®; und ®, eine Basis. Die allgemeine Losung der vorgelegten partiellen Differential-
gleichung im reguléren Bereich lautet daher

1
®(2,y,2) = x (g; +1In x) , X € C" beliebig.

Zur Losung des Anfangswertproblems betrachten wir
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1
y+2=d(1y,2) = x (y)_) -

z'z
U 1 U u—+1 .
Mit der Substitution u = —, v = —, d.h. z = —, y = — folgt x(u,v) = und damit
z’ v’ v
O(x,y,2) = 1 vtz
2= % flnz l+zha

Aufgabe 4 (6 Punkte) Zeigen Sie, dafl die Kurven

¢1(x1, . mpn) = k1,1 (21, T) = Ko

mit Basislosungen ¢1, ... ,¢,—1 und Konstanten k1, ... k,_1 im reguléren Gebiet die Charak-
teristiken sind.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 4 Mit den Bezeichnungen B C R”: ein regulérer Bereich
der partiellen Differntialgleichung, x = (z1,...,2,), T = (z1,...,2p-1), @ := (a1,...,an)
halten wir fest: die Funktionen ®; erfiillen die Differentialgleichung

a(x)-Vo;(x)=0, x€Bji=1,....n—1 (7.0.1)
und die Bedingung
Con o 0w )
ox1 O0xp—1 oxy,
rang : : : (x)=n—-1 Vxe€B. (7.0.2)
a(I)nfl 6(1)1171 6(1)1171
0x1 O0xp—1 Oz, |

Wegen (7.0.2) muf in der (n — 1) x n—Matrix fiir jedes x € B eine (0.B.d.A. die durch

Weglassen der Spalte n entstehende) (n — 1)-Unterdeterminante von Null verschieden sein.
P,

Wegen der Stetigkeit von e (1 <i,j <n-—1) folgt, dal diese Unterdeterminante in einer
Lj

ganzen Umgebung von x von Null verschieden ist. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen

kann das System

@1(371, e ,xn) = kl, e ,(I)n_l(l‘l, e ,xn) = kn—l

lokal nach # aufgelost werden. d.h. es gibt ein Intervall I := («,(3) 3 %, und eine Abbildung
i I—R7 e ((11(1))"‘1 mit

®; (i1(s

n(wn)

ki firselundi=1,...n—1,

H'\_/

()

Sei nun ¢(s) := (7j(s),s). Differentiation von (x) nach s liefert
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_1 _
]2_:1 oz, (@(Q)g(s) + e, (p(s)) =0, s€l, i=1,...,n.

Das konnen wir auch schreiben als
(V@) (p(s)) - ¢'(s)=0, sel, i=1,....n—1.
Insbesondere folgt aus (7.0.1), daf fiir x = p(s) € B gilt:
(V@) (p(s)) -ale(s)) =0, sel, i=1,...,n—1.

Wegen (7.0.2) ist fiir jedes feste s der Nullraum der durch die Matrix

-, , _
G (0E) e S (el)
A= : ) :
0Py, OPn—
b)) e T els)

definierten linearen Abbildungen R™ — R"~! hochstens eindimensional. Wegen a(cp(s)) #0
(p(s) € B, ¢'(s) #0, Vs € I) gilt daher

a(o(s)) = A(s) - ¢ (s)

mit einer stetigen Funktion A : (o,8) — R, A(s) # 0, s € I. Die Parametertransformation

51
SHU(S)ZZ/(det

1
ist wegen o/(s) = ) monoton, also invertierbar: s = §(o) und es gilt
s
ds_ds do _ds 1 45
ds do ds do \(s) do

Die nun parametrisierte Kurve o — ¢(3(0)) erfiillt wegen

de _dp di _dp

do ds do ds

d
die Differentialgleichungen d—@ = a(gp(a)), ist also (lokal) eine Charakteristik.
o
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Ubungsblatt 4

Aufgabe 1 (6 Punkte) Berechnen Sie die Losungen der Cauchyschen Anfangswertprobleme
fir zy — uguy = 0 und

a‘) U(l,y) = y27 b) U(SU,LU) = \/5352.
Loésungsvorschlag zu Aufgabe 1

a) Wir haben hier die Anfangskurve

C : {(xo(T) =1, yo(r) =7, wup(r)= 72), TE R}

und den Anfangsstreifen

S= {(xO(T)’yO(T)aUO(T)ap0(7)7QO(7), reR  mit
F(o(7),y0(7)u0(7),p0(7),q0(7)) = 0,
d$0 dy() . duo}

po(T)? + QO(T)E =0

d.h. auf S gilt

zo(T)yo(7) — po(T)qo(T) =0 A po(7) -0+ qo(7) -1 =27,

TGR}.

Wir untersuchen, ob der Anfangsstreifen etwa charakteristisch ist. Hier gilt daher

woraus folgt:

1 1
po(T) = 37 qo(r) =271, S= { <1,T,T2,2,27')

Fols Fals —qo(t)  —po(7) —27 3
dro dyo |~ 0 1 o 1|7 —2
dr dr

d.h. § ist genau dann nicht charakteristisch, wenn 7 # 0 gilt. Die charakteristischen
Differentialgleichungen lauten hier

dX dY du dP dQ
E__Q’ E__P’ £—P'(_Q)+Q‘(—P)——2PQ, g——Y, E__X‘
Aus )

X dQ _

ds? ds
folgt

X(S) = c1e’ +cge”?, Q(-TI) = —c1€® + coe”?

und aus
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2
v _ _dp_ .,
ds> ds
folgt
Y(s) =cze® +cue®, P(z) = —cze’® + cue™°.

Die Konstanten ¢q bis ¢4 werden nun aus den Anfangsbedingungen ermittelt. Fiir s =0
gilt

1
cit+c=1 —ci+c=27, c3t+ca=r1, —C3+c4=§»

woraus folgt:

IS
S

Hieraus folgt

x = X(s,7) = cosh s — 27 sinh s,
1
y =Y (s,7) = Tcoshs — 3 sinh s,

1
p= P(s,7) = —7sinh s + 3 cosh s,
q = Q(s,7) = 27 cosh s — sinh s.
Nun gilt
oU

25 —2P(s,7)Q(s,7), U(0,7) = ug(t) =72

und damit

ou

1
s =-2 <—T sinh s + 3 cosh s> (27 cosh s — sinh s)

1
_ of 2 4 o 2 )
= 2< (27 +2> cosh s - sinh s + 7 cosh“ s + 7sinh“s

:% (14+cosh(2s)) = % (cosh(2s))

= (272 + %) sinh(2s) + (—2) - 7 - cosh(2s),

1\ 1 .
u=U(sT)= (27’2 + 5) '3 cosh(2s) — 7sinh(2s) + 72 _ <7-2 + Z)

1 1
= (72 + Z) cosh(2s) — 7sinh(2s) — 1

Wir eliminieren nun s und 7 iiber

22 = cosh? s — 47 sinh s - cosh s + 472 sinh? s,

4y? = 472 cosh? s — 47 sinh s - cosh s + sinh? s,

woraus folgt:

x? —4y? = (1 — 47'2) (cosh2 s — sinh? s) =1—472
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also

| 1—x2
T=y /14 e =:T(z,y).

47y — x = 472 cosh s — 27 sinh s — cosh s + 27 sinh s
= (47'2 — 1) cosh s

Andererseits gilt

und damit
h4y2,/1+—1;y€2—x ) v — 4?14+ 58 S
§ = arcos = arcos =: S(z
4y + (1 —22) -1 2 — 4y? h
also

x —4y%, /1 + 1;;32

2 — 4yy?

cosh s =

Damit haben wir

22 = cosh? s — 47 cosh s - sinh s + 472 sinh? s
[

=cosh?s—1

= (14 47?) cosh? s — 47% — 27 sinh(2s)

und schliefflich
(CL‘2 +4y? — 1) .

>~ =

u(z,y) =
b) Anfangskurve:
¢ {(wr) =7, w(r) =7 uw(r)=v2r)|rer}
Anfangsstreifen:
§ = { (wo(r)n(r)uo(r) po(M)ao() | 7 € R it
2o(r)y0(7) = Po(r)ao(7) = 0:po(r) + ao(7) = 2v2r },

d.h. auf S gilt po(7) = 7(v2 £ 1), qo(7) = 7(v/2 F 1). Wir haben also zwei verschiedene

Anfangsstreifen:
S .’E()(T) =T, yO(T) =T, UO(T) = \/57-27
ILIT -
) pO(T):T(\/i:tl), qO(T):T(\/i:Fl).
Es gilt
vls I, I ils I, I —qo(t) —po(r) | | =21 3| () — o)
dxo dyo 0 ' I T R
dr dr

=427 #0  genau dann, wenn 7 # 0.
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Wie beim Aufgabenteil a) erhélt man
X(s) =c1e® +ce™ % Y(s) =c3e® + cqe”®,
P(z) = —c3e® + cue™®, Q) = —c1€® 4+ coe™*

mit ¢1,...,c4 € R. Flir s =0 gilt ¢; + 2 = 7, —cl+02:7(\/§$1) und daher

T—T(\/i:Fl) T+T(\/§:F1):

cg=—-—>2> ¢ =

2 2
— 2F1 2F1
X(s,1) = TTrTwveTy (V27 1) e’ + rHrivers) (V27 1) e’
2 2
also
x = X(s,r) = 7coshs — 7(v/2 ¥ 1) sinhs
und analog
qg=Q(s,7) = —7sinhs + T(\fQ F 1) coshs,
y =Y (s,7) = Tcoshs — T(\/§ F1)sinhs,
p= P(s,7) = —7sinhs + 7(vV2 £ 1) coshs.
Uber

%—Z(S,T) = —2P(s,7)Q(s,7), U(0,7) = up(r) = V272

folgt unter der Verwendung der “Additionstheoreme”

cosh(2s) +1

cosh(2s) = cosh 2s + sinh? s, 5 = cosh? s,
h(2s) — 1
sinh(2s) = 2sinh s - cosh s, % = sinh?s :

%—U(s,r) = -2 (7'2 sinh? s — 2v/27% sinh s - cosh s 4 72 cosh? s)
s

= —272 cosh(2s) + 2v/272 sinh(2s)
und schlieflich

w=U(s,7) = —72sinh(2s) + V272 cosh(2s)

= —27%sinh s - cosh s + 2v/272 (1 + 2sinh? s)

2
= — {—8\/57'2 sinh s - cosh s + 872 (1 + 2sinh? s)} .
8v2

Wir eliminieren nun s und ¢ iiber

r —y = +27sinh s,
z+1y=27rcoshs —7-2v2sinh s = 27 cosh s — \/Q(i(:n—y)),
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also
27 coshs = (x4 y) £ V2(x —y) = (1:&\/§)x+ (1:F\/§>y
hiermit gilt
27sinhs = £(z — y),

27 cosh s = <1j:\/§>m+ (1:F\/§)y

also
(x4 y)? = —8V27r%sinh s cosh s + 872 sinh? s + 472 cosh? s,

u(z,y) =U(S(zy),T(zy)) = z+y)® +47*(1 +sinh’ s ))

2 ((
8v/2 —

= 2 (@ (12 v2) o+ (15 v3)0)')

:%((412\@) 2% 4 (4;2x/§) y2>
x2—y2+m2+y2.

2 V2

==

Aufgabe 2 (6 Punkte) Im Punkt (z¢,y0,u0) sei fiir alle moglichen Tangentialebenen pg(7),
qo(7) mit

F(xO’yOaUO)pO(T)aqo(T)) =0

die Bedingung

(F2Fyq — 2FyFpFpq + F Fyp) (20.90,10,p0(T),q0(7)) # 0

erfiillt. Zeigen Sie, dafl unter dieser Bedingung das Integral-Konoid in einer Umgebung des
Spitzenpunktes mit Ausnahme desselben eine Losung der Differentialgleichung F' = 0 defi-
niert.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2 Im regulidren Bereich der partiellen Differentialgleichung
F = 0 ist die Gleichung F'(z¢,y0,p,q) = 0 lokal nach p oder ¢ auflésbar, wenn sie fiir ein
Wertepaar p = pg, ¢ = §p erfiillt (was i.a. natiirlich nicht der Fall sein muf}). Wir nehmen
daher an, es gebe ein kompaktes Intervall 7' C R und glatte Funktionen pg,qo : 7' — R mit

(i
(ii

111

) F(x0,y0,u0,p0(7),q0(7)) = 0 fiir 7 € T,

) (20, ---,q0(7)) gehére fiir T € T zum reguléren Bereich,
(iii) [po()| + |a0(7)| > 0 fix 7 € T,

)

(iv) die Bedingung aus der Aufgabenstellung sei erfiillt.
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Sei s — (:E(S,T), . ,q(s,T)) die Losung des Systems der charakteristischen Differentialglei-
chung zum Anfangswert (xo,...,qo(r)) fir s = 0. Somit ist die Familie von Kurven
T = (a;(-,T), . ,q(-,T)) das Integralkonoid. Die “entartete” Anfangskurve 7 +— (370, .0 (T))
erfiillt zwar die Streifenbedingung, ist aber wegen

ox

a—T(S,T) F, (:t:(s,T), . )
D(s,T) := 9 =0 firs=0
sm) F)

charakteristisch, so daf§ die Argumentation {iber Satz 1.5.4 zunéchst versagt. Wir zeigen nun:

(a) %D(O;T) #0firTeT,

(b) die Funktion (s,7) — (z(s,7),y(s,7)) ist auf {0 < |s| < so} x T (sop > 0 geeignet klein)
lokal invertierbar,

(c) die jeweiligen Umkehrfunktionen S,T" definieren mittels

(z.y) = u(S(z.y),T(zy)) ()
eine Losung der partiellen Differentialgleichung F' = 0.

Da sie durch (%) gegebene Losungsfliche nach Konstruktion im Integralkonoid enthalten ist
und die lokale Invertierung fiir alle Punkte des Integralkonoids in einer Umgebung des Spit-
zenpunktes moglich ist, ist damit die Behauptung gezeigt.

(a) Unter Weglassen der Argumente s = 0 und 7 gilt bei Widerspruchsannahme:

0= % D(0,7) = % (Fpyr — Fyar)
= Fpsyr + Fpyrs — Loty — Fyirs
= I'pYrs — qufrs
= FpFyr — Fylypr
= Fp(Foppr + Faqtr) — Fy(Fpppr + Fpqr)
= pr(FpFpg — FyFpp) + ar(FygFp — FyFpq) (7.0.1)
aufgrund der Schwarzschen Vertauschungsregel, der charakteristischen Differentialglei-

0

chungen, der Kettenregel und unter Beachtung von 9 z(0,7) = 9 xg = 0, usw.
T T
Andererseits ist trivialerweise
0
P F(a;(s,T), o ,q(s,r)) . =0,
d.h.
(Fppr + Fyar)|,_, = 0. (7.0.2)

Wegen (iii) mufl die Determinante des durch (7.0.1),(7.0.2) gegebenen homogenen li-
nearen Gleichungssystems fiir (p;,q;) verschwinden, dies steht aber im Widerspruch zur

“Bedingung”. Somit gilt g D0,7)#£0 (reT).
s
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(b) Da T kompakt und D(-,-) stetig ist, existiert ein sg > 0 mit

0s

—D
88 (877_)

>0 (0<|s|<sp,teT).

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung muf also gelten (beachte: D(0,7) = 0):
D(s,;m)#0  (0<|s| <sg, T€T).
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (hier: iiber die Umkehrfunktion) folgt (b).

(c) Zu zeigen ist nun, daf fiir die Funktion u in (x) u, = p, uy = ¢ gilt; F(z,y,u,p,q) =0
gilt bereits nach Konstruktion. Die Argumentation ist wie im Beweis von Satz 1.5.4
(bzw. 1.6.1) und wird daher nur grob skizziert. Unter Verwendung der charakteristischen
Differentialgleichungen zeigt man, dafl w := u, — (px; + qy,) fiir festgehaltenes 7 der
gewohnlichen Differentialgleichung g _ —Fy,-w geniigt und somit wegen w(0,7) = 0 aus

s

Eindeutigkeitsgriinden die Nullfunktion sein muf}. Auerdem ist v := us— (pzs+qys) = 0.
Diese beiden Bezeichnungen haben aufgrund der Kettenregel zu Folge, dafl

UpTr + UyYr = Ur = P + qYr, UzpZs + UylYs = Us = PTs +qYs

besteht, also ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir u, — p und u, — ¢, deren
Determinante gleich D(s,7) ist und somit auf {0 < |s| < sg} x T nicht verschwindet. g

Aufgabe 3 (6 Punkte) Bestimmen Sie die Losung u = u(z,y,z) von

2
z

ul + ug — zus = u, u(z,y,0) = 22 + 3>

mit Hilfe des Grenziibergangs ¢ — 0 als Grenzwert von u, aus
us(wy,e) = 2 + ¢,

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 3 Wir schreiben das vorgelegte Problem als

2—uzO,

F(zy,2,u.p.qr) =p* +¢* — 21
zo(T1,72) =11, Yo(T1,72) = T2, 20(T1,72) =€,

Ue 0(T1,72) = 712 + 7'22, 1,79 € R.
Der Anfangsstreifen ergibt sich aus folgenden Bedingungen:

p(2)(71,7'2) + qg(ﬁﬂ?) — 20(T1,72) 7"8(7'1,7'2) — ue o(m1,m2) =0,

Ao Ozo  Oucyp
8—7'1 + 7”0(7'177'2)8—7_1 = o )

Oxo
po(ThTQ)a—Tl + qo(11,72)

Oxo Oyo Ozo  Oucyp
IJO(Tl,Tz)a—T2 + 610(71,72)6)—72 + 7“0(71772)8—72 = o

Damit gilt po(71,72) = 271, qo(71,72) = 27 und iiber 472 + 473 — erd(r1,m2) — 72 — 72 = O:
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3 (12 + 12
?”0(’7’1,7‘2)::|: %

Sei € > 0 fest; wir bezeichnen ug := u. . Die charakteristischen Differentialgleichungen lauten:

dX dy dz
R M A
—‘fg:P-2P7Q-2Q+R-(—2ZR):2(P2+Q2*ZR2)=2U (wegen F = 0),
dP dQ dR 2 2

— =P, —==Q, —=-(R*)~-R(-1)= .

ds " ds @ ds (R) R(-1)= R+ R

Mit X (0) = Xo, Y(0) =Yp,..., R(0) = Ry (c = (Xo,...,Ro) € R") erhalten wir sukzessive:

dU
- =2 U0)=Uy = U(s,co) = Upe®,
dP
2 = P0)=PF = P(sco)=Ie’ analog Q(s,co) = Qoe”,

S
d R(s) d s
B _ 4R RO)=Ry = e —/dT
ds Ro o“+o 0

Roes
R -
= Rlseo) = TR TR

dX
E = 2P()es, X(O) = X() = X(S,Co) = 2P0 (es - 1) + Xo,
dy
T = 2Qe%, Q0)=GQo = Y(s,.c0) =2Go ("~ 1) + Yo,
dz Rge® . Ry
== 2" Z(s), R(0)= .
ds 1 — Rpe’ (5) ©) 1+ Ry

Aus der Bedingung Z(0) = ¢ > 0 folgt
dsg > 0: Vs € [—sp,50] : 2(s) >0,
somit gilt lokal

dz —Roes 2
— =2———4ds = ... = Z(s)=Zy(l—-Ro(e®*—-1))".
A 1 — Rye® () 0( 0( >)

Einsetzen in die Anfangsbedingung fithrt auf die Parameterdarstellung

x=X(s,7) =11 +411(e® = 1), (7.0.1)
y=Y(s,7) =10+ 4m(e’ — 1),

2=7Z(s,T)=¢ <1 —\/3(tE+73) e (e® — 1)>2 : (7.0.3)

u=U(s,T)= (712 +13) e*. (7.0.4)

Aus (7.0.3) folgt
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Aus (7.0.4):
1 = ° )
1+4a
aus (7.0.2):
_ Y
2T da
und daher
[22 1 42 1./
2472 = VImtY und «a= _lovEEe (1+4a);
v I+1a TSR
damit
2
e VE-yE e (PR30 -vD)
SR RN VBG4 ) + 4 (/7 VA)

Wir erhalten ferner
3(z2 4 y?)

1+4a =
32?24+ y?) —4/e+4yz2

und schliefilich

1:2 +y2 2s 2 2 2
u(x,y,z) = me = (\/IE + y* + V32 — \/3_,2) =: us(z,y,2).

Man sieht sofort, dafl u. Losung des Anfangswertproblems

u? + “12/ — 2t =u, u(zye)=2?+y?

ist. Aus der stetigen Abhéngigkeit der Losung von den Daten folgt

u(w,y,2) = lim ue(2,y,2) = (\/m 43 ﬁ>

2

Aufgabe 4 (6 Punkte) Wir betrachten die Ausbreitung von Licht in der z—y—Ebene. Es
gebe eine Funktion u(x,y) derart, dal die Position der Wellenfront zum Zeitpunkt ¢ durch die
Hohenlinie u(x,y) =t gegeben ist. Ist c¢(x,y) die Ausbreitungsgeschwindigkeit an (z,y), dann
heiBit die Kurve (x(t),y(t)) Lichtstrahl, wenn ihre Geschwindigkeit an jedem Punkt mit ¢(z,y)
iibereinstimmt und ihre Richtung orthogonal zur Wellenfront ist.

a) Zeigen Sie, dafl u die zweidimensionale Fikonalgleichung der geometrischen Optik
A (uf +up) =1 (7.0.1)

erfiillt.
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b) Wir wéhlen ¢ = const. und betrachten

1
F(w7y7zap7q) = 5(02]72 + 02q2 - 1)

Beschreiben Sie den zugehorigen Mongeschen Kegel und 16sen Sie die charakteristischen
Gleichungen.

c) Welche Interpretation hat der entlang der Charakteristik variierende Parameter, und
welche Bezeichnung legt sie fiir die Charakteristiken bzw. fiir den Mongeschen Kegel
nahe?

d) Wir betrachten das Cauchy-Problem mit einer parametrisierten Anfangskurve
I z=f(s), y=g(s), z=nh(s)
und setzen I' auf einen Streifen durch Funktionen ¢ und 1 fort, so daf} gilt:
A (9%(s) + () = 1, W (s) = d(s)f'(s) + ¥(s)g'()- (7.0.2)
Wann ist (7.0.2) losbar, und welche Lage hat I dann in bezug auf den Mongeschen Kegel?

e) Geben Sie die allgemeine Losung des Cauchy-Problems fiir den Fall h = 0 an, sowie die
spezielle Losung fiir f(s) = coss und g(s) = sins.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 4

a) Die in der Aufgabenstellung genannten Bedingungen fiithren mit ' = d - /dt auf

Va2 + 52 = e(z,y), (5) und Vu sind kollinear. (%)

Differentiation von u(xz(t),y(t)) = ¢ liefert

T\ . . _ T 1

und daher
Vu - (02Vu) =1, alsoc? (ui + ug) =1

b) Die charakteristischen Gleichungen lauten

dx 2 dy 2 dz 2,2, 22 dp dq

t ist der Parameter entlang der Charakteristik. Beachte, dal p und ¢ entlang der Cha-
rakteristik konstant sind. Fiir Anfangswerte (xq,50,20,00,¢0) mit ¢ (p% + q%) =1 ist die
Charakteristik der Gerade

a—cp, T 0.

$:C2p0t+$0, y:C2q0t+y07 Z:t+ZO,

welche auf dem Mongeschen Kegel liegen. Die Bezeichnung c?(p? + ¢%) = 1 zeigt, daf
dieser ein Kreiskegel ist, der einen Winkel § = arctan ¢ mit der z—Achse bildet.
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¢) Man kann ¢ als Zeit, gemessen von einer Anfangszeit zo an interpretieren. Ferner erfiillt
(z(t),y(t)) die Bedingung () fiir einen Lichtstrahl, somit sind die Charakteristiken gerade
die Lichtstrahlen und der Mongesche Kegel im Lichtkegel.

d) Das System (7.0.2) hat

keine (f’(s))z + (g’(s))z < c? (h’(s))z (1)
genau eine Losungen, falls (f’(s))2 + (g’(s))2 = c? (h’(s))2 (2)
ZwWel (f’(s)) 4 (gl(s)) > 02 (h’(s)) (3)

(geometrisches Argument: (7.0.2.1) bezeichnet einen Kreis mit Radius 1/¢ in der ¢——
!/

h
NiEY

I % I ist raumartig

I ist zeitartig

Ebene; (7.0.2.2) eine Gerade mit Abstand vom Nullpunkt). Im 1. Fall bzw. im

3. Fall gilt

e) Der Fall h = 0 bedeutet, da§ T" in der xz—y—Ebene liegt und raumartig ist. Sind die
Funktionen ¢ und ¢ bestimmt, so kénnen sie als Anfangbedingungen in der Lésung der
charakteristischen Gleichungen verwendet werden. Dies liefert

xr = C2¢(S)t + f(S), Yy = 62¢(S) t +g(5)a z=1t, p= ¢(8)7 q= ¢(S)
Konnen s und ¢ als Funktionen von x und y dargestellt werden, so liefert dies die Losung.

Mit I' = {z = cos s,y = sin s, z = 0} muf} ein Paar Funktionen (¢,1) bestimmt werden,
fiir das gilt:

02(¢2<3> + ¢2(8)) =1, ¢(s)(—sins)+1(s)coss = 0.
Wir erhalten

und damit = coss(1 £ ¢t), y = sins(1 £ ¢t), also
2 .2

2?4yt = (1 +ct)?

gilt
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Ubungsblatt 5
Aufgabe 1 (6 Punkte) Bestimmen Sie die Lésung des Cauchy-Problems
Vg + /iy —2e* =0, u(zr,—z)=0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1 Mit p := ug, ¢ := u, folgt F'(z,y,u,p,q) = \/]3—1—\/?1—2(34.
Wir betrachten die parametrisierte Anfangskurve

C= {(xO(T) =7, ylr)=-7, u(r)=0) ’T GR}.
Die Komponenten (po (7),90 (7')) des Anfangsstreifens § sind gegeben durch

F(x0(7),90(7),u0(7),po(7),q0(7)) = 0,

dxg dyo
PO(T)F + QO(T)E =0.
Aus
\/po(T) + \/QO(T) — 2¢eu0(T) — 0, po(T)-14+qo(7)-(=1)=0
folgt

Veo(T) +Vao(r) =2, po(T) =qo(r) VT ER,
also pp = 1, go = 1 und damit

S {(330(7') =7, yo(r)=—7, wy(t)=0, po(7) =1, qo(7)= 1) ‘7‘ € R}.

Der Anfangsstreifen ist nicht-charakteristisch, denn es gilt

Fyls Fils = =

=| 2Vpo(T) 2vqo(T) |=-14#0 VreR
dro  dyo
dr dr 1 —1

Somit existiert lokal eine stetig differenzierbare Losung v = u(x,y). Das System der charak-
teristischen Differentialgleichungen lautet

X 1 dy 1

ds  oyP ds  2Q

dU 1 1 1
—:P—_|_ -—:—-2eU:eU’
PN, RN
dP dQ
— = —F,—PF,=—P-(=29) =2PeV, —< =2Q¢Y.
7 (—2e") e Qe
Aus@:eU, U(so) = Uy folgt
ds
1 =U,
U(s) =1n (s<e ™0 +50=1).

e Vo4 59—

dP
Zur Diskussion der Gleichung — = 2PeY unterscheiden wir zwei Fille.

ds
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a) Ist P = 0, dann g—U = 0 und somit u(x,y) = ¢(y). Aus der Differentialgleichung folgt
x
Ve(y) —2e2W) =0, also ¢/ (y) = 4e2#¥) oder —3 e=2¢W) . (- 2¢/(y)) = 4 und somit

1
e~2¥0 4 8yo — 8y

2
> = —2In (e_zy‘) + 8yo — 8y) .

o) =1 (

Aus der Anfangsbedingung 0 = u(x, — x) = p(—=z) folgt aber ¢ = 0, ein Wiederspruch.
b) Andererseits gilt

1dpP 2

Pds e Uo4sy—s
und damit

P Pye~ 200
lnﬂ:—an (e_UO—l—so—s) BN P(s) = 0¢ 5
Py 50 (e=lUo + 59 —s)
Analog folgt
Qoe 20
Q(S) - 2"
(e=Vo + 59 — )
Mit
dX 1 1 e Vo4 g9—s

E a 24 /P(s) - A\ /PO% - 2\/P06_U0
und X (sg) = Xy folgt
(e_UO + 80) 5 — %

2/ Py e~ Uo ’

X(S) = X() +
analog
(e_UO + 80) 5 — %

2y/Qpe~to

Durch Einsetzen der Anfangsbedingungen folgt

Y(s)=Yy+

s— = s— %

r=X(s7)=7+ 227 y=Y(s,7)=-7+ 227

:U s :1 < 1 ,
u (s,7) n— (s <1)
1 1

p:P(SaT)Ilnma QZQ(S,T):IDW

Damit folgt
2 §? 9
Tty =s— Es—s—k:z—i—y:O & 57 —2542x+y) =0

diese Gleichung hat zwei Losungen s; + ss = 1; wir wihlen s < 1 und erhalten

s=1—-+/1-2(x+vy), z+y <32, und daher

1
u=u(z,y) =In

VI—2x+y)
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Aufgabe 2 (6 Punkte) Wir betrachten die Clairautsche Differentialgleichung
F(z,y,u,p,q) =xp+yg+ f(p,g) —u=0 (7.0.1)
fiir eine gegebene Funktion f.
a) Zeigen Sie, daf die zweiparametrige Ebenenfamilie
u=ax + by + f(a,b) (7.0.2)

ein vollstandiges Integral von (7.0.1) ist.

b) Berechnen Sie fiir
Lo 4o
flab) = —E(a +0%) (7.0.3)

das singuldre Integral von (7.0.1) und interpretieren Sie dieses Resultat geometrisch.

c¢) Berechnen Sie die charakteristischen Streifen von (7.0.1) und diskutieren Sie, wie diese
aus dem vollstédndigen Integral gebildet werden.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2
a) Mit . = a, ¢, = b folgt
F (29,0 (2,y,a,0),02 (2,9,0,0) 0y (,y,a,D))

= 2z + Yoy + f(Paipy) —u
=z-a+y-b+ f(ab) — (ax—i—by—i—f(a,b)) =0;

ferner gilt

4+ f, 1 0]

©b Loz Pby y+f 0 1

ng [ Ya Pax Pay ] —
b) Das singuldre Gebilde ist charakterisiert durch die Gleichungen
F,=0, F;=0, F=0,
also
x+ fo(ad) =0, y+ fo(ab) =0, z=azx+by+ f(ab). (%)

Diese Gleichungen legen eine singuldre Losung fest, falls die Auflésbarkeitsbedingungen

(vergl. (1.7.2)) 5
F, #0, det < ;{GZ;’» £ 0

gilt. Die erste Bedingung ist bei einer Clairautschen Differentialgleichung trivialerweise
erfiillt; die zweite wegen
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-1 0
0 -1

=1

foa  fob

ebenfalls (bei unserem Beispiel). Aus (x) folgt fiir die singulére Losung = a, y = b, und
damit

| faa fab

u(x,y) = z? 4+ y% — % (w2 + y2) =

Wir betrachten die Tangentialebenen an die durch (s
metern @,v gilt

(x2 + y2) . (k)

beschriebene Flache. Mit Para-

~ N

T: z=(z—a) ug(,0)+ (y — 0) - uy(@,0) + u(a,0)
N T e S
:(x—u)-u+(y—v)-v+§(u2+1)2)
1
= x — i + 0y — 0° + o (@ +0%)
1
:ﬂx—l—f}y—§(ﬂ2+ﬁ2):ﬂw—l—ﬁy—l—f(ﬂ,f}).

Das heift: die durch das vollsténdige Integral (x) gegebene Ebenenschar beschreibt gerade
die Tangentialflichen an das singulére Integral.

c) Fiir die vorgelegte Differentialgleichung lauten die charakteristischen Differentialglei-
chungen

dX

ds T z+ fp(p,q), (7.0.4)
dY

aUu

ds :pr—i-quZp(iv+fp)+q(y+fq), (7.0.6)
dP

= ~F:=PRa=-p=(-1p=0,

d

% gn -y e

Es gilt also p = po(7), ¢ = qo(7). Aus (7.0.4) folgt

(7)€ + fp(po(T).q0(7)) - s,

T) = xp
7) =yo(7)€* + fo(po(7),q0(7)) - s;

X(s;
Y (s;
aus (7.0.4) folgt

% = po(7) (:E + fp(po(T),QO(T))) + qo(7) (93 + fq(pO(T)a‘IO(T)))

und damit
U = o) + () (0(7) + 5o (lr)an(r)s? + (7))

+anl) (3000 + S, (r) o) + fopolr)an()s ).
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Aufgabe 3 (6 Punkte) Bestimmen Sie zur Differentialgleichung
F(zyupg) =xzp+yq+p>+¢ —u=0 (7.0.1)
ein vollstéindiges Integral, die singuldren Losungen und alle Losungen durch
u(z,0) = —x2/4.
Loésungsvorschlag zu Aufgabe 3 Offenbar ist F' = 0 Clairautsch.
a) Ein vollstédndiges Integral ist gegeben durch
o(x,y,a,b) = ax + by + a*> + b*, (a,b) € R
Nachweis: es gilt ¢, = a, @, = b;

F(xay7¢(x7yaa7b)79051:(%?Ja%b),g&y(x,y,a,b))
= ax +by +a® + 1% — (az + by +a® +07) = 0;

Pa Pazx SDay X + 2a 1 0
rang = rang =
Ob Pox Py y+20 0 1

b) Das singulidre Gebilde der Differentialgleichung ist die Punktmenge
{(zyupqg) eR’|Fy=x+2p=0, F=y+2¢=0; F=0}.

Thre Projektion in den x—y—u—Raum bestimmt sich duch Elimination von p und ¢ aus
den drei oben genannten Gleichungen:

€T Yy
p=—§§ q:—i;
iy =aptya+rt+at = (<3) v (-5) + (=5) +(-3)
YY) =2TP +~Yyq + p q = 5 ) 9 5 5)
~ 2 4+ 92
u(xy) = — T

Durch Nachrechnen verifiziert man , dafl die Funktion (z,y) — u(z,y) eine Lésung der Dif-
ferentialgleichung ist, die “singulédre Losung”. Zu bemerken ist, dafl die singulédre Losung
die Anfangsbedingung u(z,0) = —x2/4 erfiillt.

¢) Eine weitere Losung erhilt man durch Enveloppenbildung. Sei
7 — (20(7),y0(7),u0(7),po(7),q0(T))

ein Anfangsstreifen zu dem vorliegenden Cauchy-Problem, dann gilt

xo(T) =7, yo(r) =0, wo(r)= —i 2. ()

Wir suchen nach einer Enveloppe, fiir die dieser Streifen als Beriihrstreifen zwischen der
Enveloppe und einer Losungsfliche aus der Schar ¢(-, - ,a,b) auftritt, d.h.
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pO(T) = Pz (-TO(T)vyO(T)?aab) =a, QO(T) = Py (xo(T)ayO(T)vaab) =

(a,b geeignet!). Damit schreiben sich die in (x) fehlenden Bedingungen fiir einen Anfangs-

streifen:

=1 =0
O:F(x0(7_>7y0(7_)7UO(T>7PO(T)aQO(T))
=T = =-1r =a =

2

:T~a+a2+b2+%.

Daraus folgt

2 2
__T AR RNy SRR S A
a=—2, T(-5)+ TP+ =0=b=0.
7 148t sich aus der Enveloppenbedingung berechnen:
d
d—QO(CC,y,CL(T),b(T)) = 07
dcp da dy db 1
— 2a) = 2
ER i i Gl ( 2> (y+26()
=3 T =—5t5= T =

Damit lautet die Enveloppenldsung
u(a,y) = w(sv,y7a(7(w7y))7b(T(l‘,y))) = o(z,y, — x/2,0)

_(_£> 240 +<_£>2__w_
—\72 4 2) T4

Aufgabe 4 (6 Punkte) Arbeiten Sie den Beweis von Satz 1.6.2 aus.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4 Siehe Vorlesungsskript.

Aufgabe 5 (6 Punkte) Vorgelegt sei die Erhaltungsleichung
ur+ f(u)y, =0, zeRt>0; flu)=u(l—u)
zusammen mit dem Anfangsdatum

ne fir x <0,
ug, firz >0

u(z,0) = uo(x) = {

(Riemann-Problem).

(7.0.1)

(7.0.2)
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a) Untersuchen Sie, fiir welche uy,, ug das Riemann-Problem eine stetige Losung u(x,t) =
w(z/t) hat, und geben Sie diese an.

b) Untersuchen Sie ebenso die Existenz stetiger Losungen fiir f(u) = u(1 — u)2.
Loésungsvorschlag zu Aufgabe 5 Wir betrachten das Problem zunéchst fiir eine “all-
gemeine” FluBfunktion f. Mit u(x,t) = w(x/t) folgt aus der Erhaltungsgleichung (und mit
z = x/t)

T+ % Flw)w'(z) =0 o % (24 rw)w' =0,
also .
r=1 = f(w).

Damit das Riemann-Problem eine stetige Losung hat, mufl f’ zwischen uy und ug streng
monoton sein. Das heifit, es muf} gelten:

up <ur = f"’(u) >0 fiir u zwischen uy, und up,
ur, >ur = f"(u) <0 fir u zwischen ug und ur,.

(Die anderen Fille fithren auf unstetige Losungen, die in der Vorlesung im Anschlufi behandelt
werden.)

a) Fiir f(u) = u(1 —u) = u — u? gilt f” = —2. Folglich hat das Riemann-Problem genau
dann eine stetige Losung, wenn uy, > up gilt. Die Losung ist gegeben durch

ur fiir x < f'(up)t,
w(zt) =w(z) =19 (f)7"(2) fiir flur)t <z < f(ug)t,
UR fir x > f'(ug)t.

Hierbei ist (f/)”' die Umkehrfunktion der Ableitung, also mit f’(u) = —2u:

b) Es gilt f(u) = u —2u? +u?, f'(u) =1 — 4u + 3u?, f"(u) = —4 + 6u. Folglich gilt

f”(u){<0 fl}ru<u infl =
>0 furu>uinﬂ =

wWN wWiny

Damit hat das Riemann-Problem genau dann eine stetige Losung, wenn up < up < %
oder ug > uy, > % gilt.
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Ubungsblatt 6
Aufgabe 1 (6 Punkte) Vorgelegt sei die Erhaltungsleichung
ur+ f(u)e =0, zeRt>0; f(u)=u(l—u) (7.0.1)
zusammen mit dem Anfangsdatum

uy,  fir z <0,

u(z,0) = up(x) = { (Riemann-Problem). (7.0.2)

ugr firz >0

a) Untersuchen Sie, fiir welche ur,, ug das Riemann-Problem eine stetige Losung u(x,t) =
w(z/t) hat, und geben Sie diese an.

b) Untersuchen Sie ebenso die Existenz stetiger Losungen fiir f(u) = u(1 — u)?2.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 1  Setzen wir u(z,t) = w(z/t) , dann gelten

=i () o= ()

und die Erhaltungsgleichung geht in die gewohnliche Differentialgleichung

(<5 toen)) o ()

fiir w tiber. Eine Losung ist offenbar w = const., welche jedoch nicht in Einklang mit den
Anfangsdaten steht. Andernfalls gilt fiir w(z,t) die Gleichung

fwla/t) ==
bzw. mit §{ = z/t

f(w(€) =¢,

aus der die Losung w = (f')"" (€) bestimmt werden kann, falls f/ im Intervall [min{ur,ur},
max{ur,up}] monoton ist mit f'(ur) < f'(ug), d.h. f muB in diesem Intervall streng mono-
ton wachsend sein. Die Losung des Riemann-Problems lautet dann

ur, fiir % < f/(’LLL),
u(a,t) = (f)7H(F) i fiur) < § < f(ur), (%)
UR fir ¥ > f'(ur).

(a) Fiir f(u) = w(l —u) = u —u? ist f/(u) = 1 — 2u. Diese Funktion ist streng monoton
fallend. Also kann die Losung in der Form (x) genau dann angegeben werden, wenn

ur, > up ist. Algebraisch ist (f/)7! (£) = 3 (1 - %).
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(b) Es gilt f'(u) = (1 — u)(1 — 3u), f”’(u) = 6u — 4. Die Funktion f(u) hat folglich ein
Maximum an up := % und einen Wendepunkt an ug := % Die Auflésung der Gleichung

f'(u) = & nach u liefert:

l1—4du+3u?=¢ o 3uP—4du=¢-1

TSI SN S St B S 2\ 2 £, 1
U —-u+-—=-—+= u——-| =-+=
379 3 9 3 379
2 1 2 1
<~ UI:§+§ 3§+1, UH:§—§\/3§+1.

Folglich kann die Losung konstuiert werden, wenn gilt:

(a) Auf dem Intervall (—oo,us) gilt f”(u) < 0 und f’ ist monoton fallend. Also gilt dann
(x) fiir ug < up < % Der zu verwendende Ast ist u 1. Diese Umkehrfunktion ist
wohl definiert, da der Radikand nur fiir £ < —% negativ wird. Es gilt aber

f(w) > f'(ug) = <1 - %) (1 —3%) = % (=) = —%-

Also kann die Losung stets in der Form (%) angegeben werden.

(b) Analog ist f”(u) > 0 auf (ug,00) und (x) ist fiir ug > uz, > 2 wohl definiert.

Aufgabe 2 (6 Punkte) Zeigen Sie, dal die Oleiniksche Entropiebedingung genau dann
erfiillt ist, wenn die die Punkte (W,Q(w)) und (ur,Q(ur)) verbindende Sekante fiir uy < u,
ganz unterhalb bzw. fiir vy > u, ganz oberhalb des Graphen von Q(u) verlauft.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2 Wir betrachten den Fall u, < uy und nehmen die zweite
Ungleichung,

Qur) — Q(uy) >

Uy — Up U — Uy

Q) - Qu,) .

)

die wir wegen u — u,, > 0 auch schreiben kénnen als

Q) < Q) + (u = up) L= (*
Wihle nun
a= 2" 0<a<l).
Up — Uy

Dann gilt u = au, + (1 — «) uy und somit folgt aus ()
Qau, + (1 — a)ug) < aQur) + (1 — a) Q(ug). ()
Damit gilt B genau dann, wenn (*x) gilt. Betrachte nun die Ungleichung

Q(u) — Q(uy) > Q(ur) — Q(uy) (% % %)

U — Uy Uy — Uy
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Wegen u — up < 0 folgt
Q(ur) — Qu)

Uy — Up

Q(u) < Q(ug) + (u — ue)

Wihlen wir o wie oben, so folgt, dafl (%) genau dann gilt, wenn (xx*) erfiillt ist. Die-
se Ungleichung zeigt, daf§ der Graph von Q(u) unter der Sekante liegt, die (Ug,Q(UE)) und
(uT,Q(ur)) verbindet. Der Fall u, > uy kann analog behandelt werden.

Aufgabe 3 (6 Punkte) Sei z eine unstetige, stiickweise differenzierbare schwache Losung
der Erhaltungsgleichung u; 4+ ¢(u),, = 0 mit einer strikt konvexen Flufifunktion @ und einer
glatten Stoffront . Zeigen Sie: Gilt die Entropiebedingung (1.10.9) aus der Vorlesung fiir ein
Entropiepaar (n,%), so gilt sie fiir alle Entropiepaare (1,1). Die Entropiebedingung (1.10.9)
ist genau dann erfiillt, wenn die Laxsche Entropiebedingung wu; > wu, erfillt ist.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 3 Sind 7 eine Entropiefunktion und v ein Entropiefluf},
d.h. ist (n,1)) ein Entropiepaar, so gilt n” > 0 und ¢’ = 1'Q’; und die Entropiebedingung
lautet:

Z_ET) (n(ue) —n(ur)) < ¢(ug) —P(u,)  fiir alle Entropiepaare (1,1)). ()

Mit der Rankine-Hugoniot-Bedingung
d¥  Q(ur) — Qw)

dr Up — Uyg
folgt, da (%) zur Ungleichung

W (n(ur) — n(w)) — (1/1(ur) — ¢(W)) >0 fir alle Entropiepaare (1,1)) (%)
dquivalent ist. Wir definieren die Funktion A : R — R durch
Q) = Q) (0 ) — (4(0) — lu).

v —uy
Offensichtilich gilt (**) genau dann, wenn h(u,) > 0 ist. Nun gilt

_ QW) —u) — (Qv) — Qur))

h(v) =

W (v) (0= up)? (¥(v) —¥(ug)) + T (v) = w
=1'(v) Q' (v)
_ QW) — Q(ur) — Q") (v — ur)) (n(v) — n(ur))
(v —up)?
(Q(ur) = Q)7 (v)(v — ) '(v) Q' (v)(ug — v)?
+ (v —uy)? + (v —uyp)? }
_ Q) — Q(v) — Q"(w)(ue — v)) (n(ue) — n(v))
(v —up)?
N (Q(ur) = Q) - (= 7' (v)(ug —v)) N (= Q' (v)(ur —0)) (=7 (v) (wg — v)?
(v —uy)? (v —up)?

(Q(ue) ~ Qv) = Q'(v)(ue — v)) (n(ue) — n(v) —1'(v)(ue —v))

(v —uy)?
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A

Gilt Q" > 0, so ist Q(uy) —Q(v) — Q' (v)(ug —v) > 0 fiir alle v #

Steigung
up. Zum Beweis machen wir und klar, dafl die Ungleichung auch Qug) — Qo)
als Q'(v)(ug—v) < Q(ug) —Q(v) geschrieben werden kann. Aus 7@ —

n" > 0 folgt n(ug) —n(v) —n'(ug—v) > 0 fiir alle v # u,. Daraus
folgt h'(v) < 0. Mit h(ug) = 0 gilt h(u,) > 0 genau dann, wenn
up < ug. h(uy) > 0 ist aber dquivalent zu (1.10.9), und diese

Ungleichung gilt denau dann, wenn u eine Entropielésung ist. Stmgu?g Q')

Gilt (1.10.9) fiir ein Entropiepaar, so gilt u, < uy, und damit U u >
gilt (1.10.9) fiir alle Entropiepaare, denn der Beweis ist von ‘
(n,%) unabhéngig. (fiir uy < v analog.)

Aufgabe 4 (6 Punkte) Beweisen Sie Lemma 1.10.8 der Vorlesung.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 4 Wir verweisen auf den Beweis von Korollar 1.11.8 im
Skript.

Aufgabe 5 (6 Punkte) Ermitteln Sie alle Entropielésungen des Riemann-Problems

fiir 2 < 0
w+ Qu)y =02 ERE >0, wu(@,0) =up(z) =4 & TESH
ur firz >0

fiir die Flu3Sfunktion

o = { U e a0
(sieche Abb. 7.1) mit
a) ur, = =2, b) ug = 1.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 5
a) Wir halten uy = —2 fest und ermitteln diejenigen Zustéinde upg, fiir die die Oleiniksche

Entropiebedingung erfiillt ist. Nach Aufgabe 2 sind das diejenigen ug fiir die gilt:

(1) ug > ur, und die Sekante zwischen (ur,Q(uz)) und (ugr,Q(ur)) verlduft ganz un-
terhalb des Graphen von Q(u),
(2) ug < ur, und die Sekante zwischen (up,Q(ug)) und (uz,Q(ur)) verlduft ganz ober-
halb des Graphen von Q(u).
Wir lassen nun up von —oo bis oo wandern und diskutieren die verschiedenen Lagen.

ur < ur. Hier ist die Rankine-Hugoniot-Bedingung

_ QUur) ~Q(u) _ uh+un—2,

UR — UL, ur + 2

die Oleiniksche Entropiebedingung ist immer erfiillt und es gilt

(2.0) ur,  fir z < ot,
u(zx,t) =
up  fir z > ot.
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Qu)

Abbildung 7.1 Die Flufunktion Q(u).

ur, < ur < 0. Die Sekante verldauft immer oberhalb des Graphen, die Oleiniksche Entro-
piebedingung ist also nie erfiillt. Da Q”(u) > 0 fiir dieses Intervall gilt, folgt, daB
die Losung eine einfache Verdiinnungswelle ist, also

Uy, fir x < Q/(’LLL) t,
a(et) = (@) (2)  fir Qur)t < = < Q'(ur)t,
uR fir x > Q'(ug)t.

Wir betrachten nun ur > 0. Die Losung ist fiir ug geméf der Oleinikschen Entro-
piebedingung zusammengesetzt, das heifit, wir bestimmen zu upg eine Stelle u* so,
dafl die Tangente an Q(u) durch u* auch durch ug geht. Ein solches u* zwischen up,
und 0 existiert fiir ug > 0 und ug < u**, wobei ©** der Schnittpunkt der Tangente
durch u;, mit dem rechten Ast von Q(u) ist. Um «*™* zu ermitteln, 16sen wir die
Gleichung
1\ 1
Q(UL) -+ (u** — uL) Q/<UL) = — ('LL** — 5) + Z
mit der (uns interessierenden) Losung u** = % (\/2— — 3). Wir setzen nun unsere
Fallunterscheidung fort.

0 < ur <u*™. Die Losung ist zusammengesetzt. Fiir alle up aus diesem Intervall exi-
stiert ein w* mit uy, < u* < 0 derart, daf§ die Tangente an den Graphen von Q(u) in
u = u* den rechten Ast in (ug,Q(ug)) schneidet. (Wir verzichten auf eine explizite
algebraische Darstellung.) Die Entropielésung hat dann die Form

ur fir x < Q'(ur)t,

u(et) = 4 @) (F)  fir Qur)t <o < Q'(u)t,
Q(u") — Q(ur)

UR fir x > Q’(u*)t = *—t.
U —URr
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ur > u**. Fir diese up ist die Sekantenbedingung (Aufgabe 2) immer erfiillt. Die
Losung lautet daher

ug  fir x > ot, UR — UL

w(zt) = {UL fir x < ot, > Q(ur) — Q(ur)

b) Dieser Aufabenteil wird mit d#hnlichen Uberlegungen gelost.
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Ubungsblatt 7
Aufgabe 1 (12 Punkte) Wir betrachten die Erhaltungsgleichung
ur+ f(u)y =0, ze€R,t>0 (7.0.1)
mit einer Fluffunktion f(u) mit den Eigenschaften f € C?[0,1], f € C°(R),

f<u>{>° fru € 0L gty S0, fam) <o, f”(u){

=0 sonst,

<0 fir0O<u<ug,
>0 firuy<u<l
(7.0.2)

und dem Anfangsdatum

0 fir x < 0,
u(z,0)=<uy fir0<z<1l, 0<uy<l1.
1 fir z > 1,

Dieses Problem beschreibt die Sedimentation einer Suspension der Anfangskonzentration wug
in einer Sedimentationsséule. Zeigen Sie, dafl dieses Problem in Abhéngigkeit von der Wahl
von ug genau drei qualitativ verschiedene stiickweise glatte Entropiel6sungen hat.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 1  Die Fluifunktion sieht wie folgt aus:
f(u) A

Wendepunkt

* %K

U UL 1

Die Losung des Anfangswertproblems ergibt sich, indem wir die Losungen zweier ver-
schiedener Riemann-Probleme miteinander kombinieren:

R (@) 0 fiir x < 0,
;o ugx) =
0 0 ug fir z >0,

ug  fir z < 1,
R uo(x):{l firx>1
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Wir 16sen diese Riemann-Probleme zunéchst separat (und
lassen hierbei ug variieren). Sodann betrachten wir die Wechsel-
wirkung zwischen den einzelnen Problemen. Man sieht leicht,
dafB8 die die Punkte (0,f(0) = 0) und (uo,f(uo)) verbundene
Sekante fiir alle 0 < ug < 1 ganz unterhalb des Graphen von f
verlduft. Daher lautet die Entropielésung des Problems Ry:

1= = >0, z=1

w(zt) = 0 fiir x < s1t, . fluo) — f(0)  f(uop)
’ ug  fiir > s1t, ug — 0 uo
(7.0.3)

Die Losung des Problems R; is komplizierter. Um die hierbei

=0

. ik

St u(z,0) = ugp

\ &

auftretenden Fille unterscheiden zu kénnen, definieren wir v** < 1 als Losung der Gleichung

f™) = f(1)(u—1).
Es gilt 0 < ™ < uy. Damit ergeben sich drei Falle:
(a) 0 < wup < u**,
(b) u*™* < wup < uq,

(¢) u1 <up < 1.

(a) Sei 0 < up < w**. Dann liegt die Sekante zwischen (uo,f(uo)) und (1,0) ganz unterhalb
des Graphen von f. Folglich hat das Riemann-Problem R; die Lésung

f(uo)

w(zt) = {uo fiir < sot + 1, o flug) — f(1)

1 fir z > sot + 1, 2= ug — 1

<0

_uo—l '

(7.0.4)

Wir sehen, daf die in (7.0.3) und (7.0.4) auftretenden Sto8e sich schneiden, und zwar

zum Zeitpunkt ¢1 mit
SQtl + 1= Sltl,

also

0 fiir x < s1t,

u(xt) =<Cug firsit <z <sot+1, t<ty.
1 fir x > sot + 1,
Die xz—Koordinate des Schnittpunkts ist
f(uo) 1 1
_ t o= — uQ _ uQ _ o
TLZAN T T ) fw) T L LT Tw
ug—1 - ug ug—1 uo up—1

(7.0.5)
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Zum Zeitpunkt ¢ = t; haben wir das Riemann-Problem

(2.t1) 0 firz <1— uyg,
u(x,ty) =
! 1 firxz>1—wuyg

mit der stationdren Losung, welche auch die Losung (7.0.5) fortsetzt:

(2,8) 0 firz<1-—ug, .
u(x,t) = .
1 fir x> 1— up, !

Man beachte, dafl offenbar gilt:
(1—371)‘1:1‘”0,

d.h. zum Zeitpunkt ¢ = ¢; befindet sich der gesamte Feststoff der Ausgangssuspension
im Sediment.

Diese qualitative Losung bezeichnen wir als “Mode-I-Sedimentation” (MS-I).
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(b) Wir betrachten nun den Fall ©** < ug < u;, der der folgenden Situation entspricht:

f(u) 4

/

/,

|
|
|
|
|
+
|
| ~ AN
|
|
|
|
|
|
|
:
T

4+ ===
/

u Ug

S
fiy

£
o

—

Offenbar ist (7.0.4) keine Entropielosung, denn die Sekante zwischen (uo, f (uo)) und
(1,f(1)) verlduft nicht vollstéindig unterhalb des Graphen von f. Vielmehr miissen wir
zunéchst einen Punkt u; < uj < 1 ermitteln mit

Fug) + (uo = ug) f'(ug) = f(uo)-

Man iiberzeugt sich sodann, daf§ die Entropielésung des Riemann-Problems R; gegeben
ist durch eine Kontaktunstetigkeit, gefolgt von einer Verdiinnungswelle:

uo fir x < sot + 1, fluo) — F(ug)
u(xt) =< (f)7H(EE)  firsot+l<a< f/(1)t+1, s2= # = f'(ug)-
1 fiir > f/(1)t + 1, 0

Der Zeitpunkt ¢ sei wie in (a) als Schnitt der St6Be mit den Ausbreitungsgeschwindig-
keiten s; und ss bestimmt. Dann ist die gesamte Losung fiir ¢ < ¢; gegeben durch:

0 fiir x < s1t,

ug fiir s1t < x < s9t + 1,

()71 (52)  firset+ 1<z < f(1)t+1,
1 fir z > f/(1)t+1

u(x,t) =
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4+ —————— = — -

S1
52

v

0 X1 1

Wir miissen uns nun mit der Wechselwirkung des Stofles s; mit der Verdiinnungswelle
befassen. Der Losungswert 0 trifft dabei nacheinander auf die Losungswerte u zwischen
u$ und 1. Dabei entsteht ein gekriimmter Sto s3 mit der Trajektorie ¢ — x3(t), fiir die
an jedem Punkt gilt:

f(ﬁ@*(“ﬁ%“))—fw)
1 ((z3(t)—1) '

()7 (=) ~ o
Die Differentialgleichung kénnen wir auch etwas kompakter schreiben als

f<uv*(“@40)

()7 (2G2)

$3(t1) =x.

w3(t) =

Zh(t) = > 0. (7.0.6)

Aus (7.0.6) folgt

(0 - =1
rh(t) = :
(07 (2972) ) [ (290

Da wir (f)~! nur fiir u > u; betrachten, gilt

e (2E=2) ) >0
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7 Ubungsaufgaben mit Losungsvorschligen

und daher z§(t) > 0, d.h. der Sto8 ist konvex fiir ¢ > ¢;. Der Stof s3 trifft auf die
Charakteristik z4(t) = f'(1)¢ + 1 zu einem Zeitpunkt to > t;. (Wir verzichten hier
auf eine Herleitung des Zeitpunkts to.) Zum Zeitpunkt ¢9 hat man wieder ein Riemann-
Problem mit dem linken Zustand 0 und dem rechten 1. Es stellt sich daher eine stationére
Losung fiir t > t9 ein. Wir haben damit

0 fir = < z3(t),
u(xt) =< (f)7H(EL)  fiir as(t) < @ < ma(2), fir t1 <t <t
1 fiir @ > x4(t)

und

u(xt)— 0 fiir x < x9, P
’ 1 fir o > x9, 2

wobei xo die Hohe ist, an der sich x3(t) und x4(t) treffen. ? Die Losung sieht wie folgt
aus:

Diese Losung ist eine Mode-II-Sedimentation (MS-II).

(c) Fiir u; < up < 1 ergibt sich eine dhnliche Losung, bei der jedoch ug = u gilt (das macht

man sich am Graphen leicht klar). Folglich ist der StoB sy durch die Charakteristik
x2(t) = f'(up)t — 1 zu ersetzen. Mit analogen Uberlegungen erhalten wir

2 Algebraische Ausdriicke fiir t; und z» findet man in [27] p.117.
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Aufgabe 2 (12 Punkte) Wir betrachten die Erhaltungsgleichung

—u/2 fir -1 <x<0,
w+ fu)s =0, zeR t>0; f(u)=qu/2 firo<u<l1, (7.0.1)
3u/2—-1 firl<az<2.

a) Ermitteln Sie die Entropielosungen aller 12 Riemann-Probleme fiir (7.0.1) mit

fiir < 0,
uLo urur € {~1,0,1,2).

u(x,0) = up(x) = {

ur~ firz >0,

b) Losen Sie dann das Anfangswertproblem fiir (7.0.1) mit

2 fir x < 21,
u(z,0) =up(z) =< -1 fiir x; < z < x9,
1 fir x > xo.

c¢) Die Funktion f(u) ist eine stiickweise lineare, stetige Approximation der Funktion g(u) =
u?/2. Welchen Vorteil bietet die Verwendung der Funktion f(u) fiir dieses Anfanswert-
problem?

d) Skizzieren Sie das Niherungsverfahren, das dieses Vorgehen allgemein zur Losung des
Anfangswertproblems

ug +h(u)e, =0, xR, t>0; u(z,0)=ug(z), huyc C

nahelegt, wenn man h(u) stiickweise linear und ug () auf eine bestimmte Weise stiickweise
konstant approximiert. (Dieses Verfahren ist als Front Tracking bekannt.)

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2 Siehe § 1.13 im Skript.
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Ubungsblatt 8

Aufgabe 1 (6 Punkte) Beweisen Lemma 1.13.2 der Vorlesung: Sei u Frontverfolgungslé-
sung zu stickweise konstanten Anfangswerten f(x). Dann gilt fir jedes to > t; > 0 die
Ungleichung

lutt2)ll gy < Jult)| gy

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1  Sei a(z,t) fiir 0 < ¢t < ¢; die Losung des Anfangswert-
problems

ou  0g(u) _
[R— p— t = =
5 T gy =0 dlet=0)=f(z)
Wir betrachten ferner das Anfangswertproblem
% + 8%(;) =0, zeR, t>t1; ulztr)="1u(zt). (7.0.1)
Gleichzeitig betrachten wir fiir A > 0 das Anfangswertproblem
ov  9dg(v) ' L
a-ﬁ- 9 =0, z€R, t>t;; v(zt))=1a(x+ hty).

Mit Satz 1.13.3 folgt dann fiir alle t > ¢;:

|u(-t) — v(-,t)HL1 R) < |u(-t1) —v (7.0.2)

tl)HLl(R’

Wegen v(z,t) = u(x + h,t) fiir alle t > ¢; und x € R folgt aus (7.0.2)
1
/ \u(z + h,t) — u(z,t)| do < E/ [u(z + hits) — u(zty)| da
R
und insbesondere mit ¢ = t9

TV (u(-t2)) = }1112%) % /R lu(z + hyty) — u(z,tz)| do

< lim 1 / \u(z + hty) — u(w,ty)] do =TV (u(-t1)).
h—0 h Jg

Aufgabe 2 (6 Punkte) Gegeben sei die polygonale Funktion f9, die auf di,0(i+ 1), i =
0,...,1/5 — 1 linear sei mit

f2(i6) = g(i6), i=0,...,1/8, g(u) =u(l —u)?, §:=0.25.

Ermitteln Sie Frontverfolgungsniherungslosungen zur Aufgabenstellung von Aufgabe 1 aus
der 7. Ubung, indem Sie das Anfangswertproblem

0 fur z <0,
=0, uy(x)=<Su firo<az<l,
1 firxz>1

ot ox

ou’ N df°(u)

fiir ug = 0.25, ug = 0.5 bzw. ug = 0.75 16sen.
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Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2
Die Funktion f? ist die stiickweise stetige lineare In-

terpolation der Punkte f°(0) = 0, f0(1) = 6%, £

3 :%:6%,]‘5 (2) :%und (1) = 0. Um die 9+
Aufgabe zu vereinfachen, multiplizieren wir die Funk- 81
tion mit 64. 71
6
a) Wir betrachten das Anfangsdatum 54
4 4
0 fir z <0, 31
up(z) =40.25 fiir 0 <z <1, 1
1 4

1 fir x > 1. o .

0 0.=25 0.‘5 0.:75 1
Das Riemann-Problem an x = 0 hat den linken Zustand 0 und den rechten 0.25. Seine
Losung lautet daher

0 fiir x < s1t, £°(0.25) — £9(0)
7‘[: = = == 36 S
u(@t) {0.25 fir z > sit, " 0.25 (S1)
Die Losung des Riemann-Problems an & = 1 ergibt sich durch Bildung der unteren

konvexen Einhiillenden zwischen (0.25,f°(0.25)) und (1,f°(1)). Diese Einhiillende ist
gerade ein lineares Segment, so dafl die Losung des Riemann-Problems an x = 1 wie
folgt lautet:

S9 1= = —12 (SQ)

wed) = 0.25  fiir x — 1 < sot, £2(0.25) — fo(1)
R b fir x — 1 > sot, —0.75

Die Sto8e (S1) und (S2) kollidieren am Punkt
(z1,t1) mit den Koordinaten

1 5
36t =1-12t; & t1=—, 51
1 1 ' 48 u=0 u=1
36 1
r1 = — = 0.75. 5T

T

Zum Zeitpunkt ¢; haben wir ein Riemann-Problem .
mit linkem Zustand 0 und rechtem Zustand 1. Des- u=025
sen Losung lautet

()= |0 fir o <075+ st A
u(zx,t) =
1 fiir x > 0.75 + sst,

(S3)

(1) — f°(0)

=0, t>t.
1 1

S§3 —

b) Wir betrachten nun das Anfangsdatum



208 7 Ubungsaufgaben mit Lésungsvorschligen

0 fiir x <0,
up(z) =< 05 fir0<z <1,
1 fiir > 1.

Das Riemann-Problem an z = 0 hat die Losung

0 fir x < s1t, f£(0.5) — £(0)
1) = = 2 7T 6. S
u(1) {0.5 fiir x > s1t, °1 0.5 (S1)

Das Riemann-Problem an z = 1 hat die Losung

0.5 fir x — 1 < sot,
u(z,t) =€ 0.75  fiir sot < o — 1 < s3t,

(S2,3)
1 fiir x — 1 > s3t
mit den StoBausbreitungsgeschwindigkeiten
f(0.75) — f(0.5) f(1) — f(0.75)
= =2 — s/ JATE)
*2 0.25 0, 53 0.75
Offenbar kollidieren die Stéfie S; und S, und zwar an (z1,t1) mit
1 4
16t =1 — 20t & = — = —.
1 1 1 36 I 9
Das Riemann-Problem an (z1,f1) hat die Losung
0 fir x — x1 < s4(t — 1), 0.75) — f(0
wl(od) = tir v — 21 < s4(t —t1) oy — f(0.75) — f(0) _ 4 (S1)
0.75  fiir o — a1 > sq(t — t1), 0.75
Der Stofl S4 schneidet den Stofl S3 zum
Zeitpunkt to an der Stelle x = 2o mit “1
4 + |1 L 4=1-12t
9\ 3) ?
& 1 !
2 24’ u=0 u=1
1 %
T — 5 1
Die Losung fiir ¢ > to ist L b = 0.7 "
wl(ad) = 0 firz< % + s5t, L4 51 w=05 >
1 firz > 5+ sst, N,
1
0)—f(1
= 1010

¢) Die Losung fiir w = 0.75 wird wie in a) ermittelt.
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Aufgabe 3 (6 Punkte) Verwenden Sie die Konstruktionsmethode von M. Kunik, um die
Werte der Losung des Anfangswertproblems

0
ou  Of(u) 1, x
I 0 ) =S, ) = w0 =40
3z —3
fuirt=1,t=2, und z = 0,1,2,3,4 zu finden.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3
Da die Anfangsfunktion ug(z) fiir ganz R definiert ist,
verwenden wir die Punkte xg := 0, 21 := 1, 20 := 3, f(@) =u() 1

und fiigen dem Datensatz noch Punkte z_; < 0
und x3 > 0 hinzu. Wir berechnen nun die Zahlen
m_1,...,mound n_q,..

A

A

., aus:

m_1x_1+n_1 = f(r_1)

m_1zo+n_1 = f(xo)

m_1x_1+n_1=0

n_1:()

:0, n—i :O;

mozo + no = f(zo)
mox1 +nog = f(x1)
no =0
=
mo+ng=1
mizy +ny = f(x1)

mixa +n1 = f(x2)

maxa + ng = f(x2)

moxs + ne = f(x3)

54

fiir x < 0,
fir0<z <1,
fir 1 <z <2,
fir x > 2

2mo +no =3

N x3mo+no =3xr3—3

mo :3, ng = —3;

Hierbei haben wir Q(u) = 1u?, Q'(u) = u verwendet. Insbesondere gilt g(u) = u. Damit

haben wir das wie folgt definierte neue Anfangsdatum f (&) (welches in der Notation der
Aufgabenstellung (&) heien miifite):

fur £ <0,

fir0<¢ <1,
-1 firl<¢<2,
-3 furé&>2.
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Bevor wir die Losungsmethode anwenden kénnen, miissen wir noch die Integrale Iy (x,t) ex-
plizit angeben. Wir erhalten:

k=-—1: M:max{j

r—1in_ .
xj<Tm11}:maX{j}$j§$}’

-t
k=0: M =maxqj xjgx "0l max J l‘]SL )
14+ tmg 1+t
—t t
k=1: M=maxqJ :Cj§$ M max J xj§$+ )
1+ tmy 142t
—t 3t
k=2: M=maxqJ xjgx "2 1 max J xj§x+
1+tmo 1+ 3¢
Wir erhalten schliellich folgende Tabelle.
t=1 t=2
xr=0 1 2 3 4|z=0 1 2 3 4
X 01 2 3 4 01 2 3 4
k=-1
M 01 2 2 2 0o 1 2 2 2
1 3 12 4
L_g 1 03 1 35 2 0 3 5 1 3
M 0 0 1 1 2 00 01 1
o4t 12 1 4 5 2 03 4 1 ¢
o1 T 3 3 3 3 5 5 5 5
M 0 0 1 1 1 00 0 1 1
z+3t 3 1 5 3 1 6 1 8 9 10
p_g T3 4 4 2 1 7 T 7T 7T
M 01 1 1 1 0 1 1 1 1

Um die Verhéltnisse etwas zu vereinfachen, greifen wir uns nur einen Punkt heraus,
namlich z = 3, ¢t = 1. Wir ermitteln nun die Indexmenge Z(x,t) fiir diese Stelle. Mit

S = maX{|leax |7|lein |} =3

folgt

I(3.1) ={k e NU{0} |z —tS <z <z +1tS}

r=3,t=1
={keNU{0}|z—-3<z, <z+3}
= {0a17273}7

=3

bzw. wenn wir den Punkt z3 grofl genug wihlen,
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7(3,1) = {0,1,2}.

Da im vorliegenden Beispiel gilt: Q(u) = 3u?, Q' (v) = u, ¢'(u) = (Q'(v)) = u, folgt g(z) -z —
Q(g(z)) =22 - %zz = %zz und daher lautet das Minimierungsproblem:

Flz,t;u) = kéljl%;lt) f(m,t; ﬂk(m,t))

. MET + Nk mET + ng mEr + ng
= t . _ gL 1~ g I ¢
2
t
e min — w + Ilc(%t) .
keZ(z,t) | 2 \ 1+ tmy

Wir miissen nun das Integral Iy(z,t) fiir £ = 0,1,2 berechnen. Fiir diese ks ist immer M = 1.
Die Summe in (1.12.5) hat daher nur einen Summanden, némlich den fiir j = 0:

L{(mofﬂl +n0) f(x1) — Q(f(x1)) — (moxo + n0) f(x0) + Q(f(l“t)))}

mo

=z1f(x1) — Q(f(x1)) — (moxo + n0) f(20) + Q(f (20))
:1-1—%-12—0-f(x0)+%'02:%.

Wir miissen dann fiir jedes k den zweiten Term in (1.12.5) berechnen. Fiir & = 0 ist

5‘_:16—tn0 _3—1-0_§
Cl4tme 14+1-1 2

)

also & € [x1,x2] und daher f(§) = g(mi1& +n1) = mi§ +n1 = 26 + 1 und daher

€ { (mf —tno | n) F(6) — Q(F(©) — (muzy +m) (1) + Q(f(xl))}
,§+1> <2.§+1>_;.(2.5_1>2—(2'+1)-1+;-12}
%.42_3+%}:%{8—3+%}:%.

5._:J:—tnl _3—1-1_2
T l4+tmy 14+1-2 3

Fir k=1 ist

also £ € [x,x1] und daher f(€) = g(moé +ng) = & = % Daher gilt
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Fir k=2 ist
x—tng 3—(-3) 6 3

=TT, 1+3 4 2o

Wegen £ € [21,25] ist daher (wie fiir k = 0) f(£) = mi&+n1 = 26+ 1 = 4 und daher ebenfalls

le{ ..} = XL Damit haben wir

1 11 13
I0(3,1) = 5 + Z - Z, [1(3,1) —

1 29 11 1 11 13
5736 3¢ RBM=3tTET

Das Minimum wird daher fiir K = 1 angenommen, und wir erhalten

-3 3-2+1 7
u(3,1):g(m1 +n1> _ +1

1+1-my ) 1+1-2 3

Aufgabe 4 (6 Punkte) Aus der Kontinuitiatsgleichung

dp | ..
3¢ TV (pv) =0,

dem Impulssatz
1 1
vy + §Vx(v )—vxrotv=K— =V,p,
P
der Gasgleichung

p=(cp—cy)pb

und dem Energiesatz ((1.1.27) im Skript) mit A = 0:

1 1
<pe + §PV2>t v <ﬂ€ * 5’”2> + diviy (pv) = pK - v

leite man die zu diesen Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik hinzukommende Entro-
pieungleichung

oS
E—FV-VJCS—O

fiir glatte Losungen her. Dabei sind e = ¢,0 die innere Energie, ¢, und ¢, die konstanten
spezifischen Warmen, © die Temperatur, p die Dichte, v die Geschwindigkeit, p der Druck,

K die Massenkraft und
S =50+ ¢y ln<£> — cpln<ﬁ)
bo Po

die (physikalische) Entropie. Wie lauten hier bei Stofilen die Rankine-Hugoniot-Bedingungen?
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d 0

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4 Wir verwenden in dieser Aufgabe 7= 6—1; +v-Vgu.
Damit lautet der Energiesatz

d \& v?

7 (,0 (e+7)> +p<e—|—?> (V-v)+V-(pv)—pK-v=0.
Unter Verwendung der Kontinuitétsgleichung ergibt sich

d \&
P e+5 +V-(pv) —pK-v=0. (7.0.1)

Multipliziert man den Impulssatz skalar mit pv, so ergibt sich

1 dv?
ip%—f—V-Vp—pK-V:O.

d
Einsetzen in (7.0.1) liefert pd—: + pV - v = 0. Aus der Zustandsgleichung und der Definition

von e folgt

= e = =
dt Ydt  cp—cy

de de Co (1 dp 1 d,o>

1d
Die Kontinuitétsgleichung liefert V - v = el Folglich lautet der Energiesatz

pdt
Cy dp pds pdp Cy cy dp 1ds
-V T T T T3 = d — 7, — \Cw —C)T (=
cp — Cy (dt pdt) p dt 0 oder pcp—cv p dt (cv+¢p C)pdt 0
Somit gilt also
o df o dp) _
pcpfcv dt Cvp » p )
d d d
Nun ist gerade cv—p — cp—p = dS(p,p). Da im allgemeinen p > 0 gilt, folgt d—f = 0. Die

Rankine-Hugoniot-Bedingungen lauten fiir die Kontinuitdtsgleichung
p1(v 1 —vi) n=pa(vy—vs)-n,

wobei p1,vy und pa,ve die Werte von p bzw. v links bzw. rechts des Sprunges seien, der sich mit
der Geschwindigkeit v 1 ausbreiten mége. Aus der Impulserhaltung und der Energieerhaltung
folgen analog

p1vi(Vv ] —Vvi) -n—pava(v ] —vVz) n=(p—p2)n,

vi v3
prient < (Vi—vi)-n—p ext - (Vv —v2) n=(p1vi —p2v2) - n.
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Ubungsblatt 9

Aufgabe 1 (6 Punkte) Beweisen Sie das Lemma von Crandall und Tartar: Sei D C L'(Q),
wobei €2 ein Mafiraum sei. Wir nehmen an, fiir ¢,1) € D sei auch ¢ V ¢ := max{¢,10} € D.
Ferner gebe es eine Abbildung T': D — L'(2) mit

[r@=[ o oep.

Dann sind folgende Aussagen fiir alle ¢,i0 € D dquivalent:
o<y = T(¢) <T(¥),

(i) /Q (T(6) - T(W))" < /Q (6—v),  ¢t=oV0,

(i) /Q IT(6) — T(0)| < /Q 16— ).

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 1 Wir nehmen an, es gelte T (¢ V1) —T(¢) > 0, dann folgt
trivialerweise T(¢) — T(¢) < T(¢ V1) — T(¢) und somit (T(¢) — T(¢)) <T(pV)—T(¢).

Des weiteren gilt

+ — _ — _
[ @@ -1w) < [ @eve-1w) = [6ve-u - [©-v",

und somit gilt (ii). Wir nehmen nun an, es gelte (ii). Dann folgt
[ 1@ -1w) = [ @@ -1w)" - [ (T - 1)
Q Q Q

< [@-vr+ [w=-or = [16-ul

d.h. es gilt (iii). Wir miissen noch (iii) = (i) zeigen. Sei nun ¢ < ¢. Fiir z € R gilt 27 =
|z +
2

, und somit

+_1 _ L -
| @@ -1w) =3 [ e -1wl+; [ 10 -10)

< [1o=vl+ [o-v =0

Aufgabe 2 (6 Punkte) Beweisen Sie Satz 1.13.1 fiir den Fall, dal 1 und Q2 nicht konvex
sind. Beachten Sie hierzu den Hinweis am Ende des Beweises fiir ()1,Q)2 des Satzes im Skript.



215

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2 Wir betrachten den Fall uy < u,. Offenbar kann der
Beweis des Satzes auf nicht-konvexe FluBfunktionen ausgedehnt werden, wenn wir zeigen
kénnen:

/ur Q") — Q') du < /u Q1 (1) — Qo' (u)| du. (+)

(Der Fall uy > u,, in welchem die konkaven Enveloppen @1 und @2 zu verwenden sind, wird
analog behandelt.)

Sei nun D der Raum der stiickweise konstanten Funktionen auf [u,,u,]. Fiir jede stiickweise
lineare und stetige FluBfunktion @ ist Q' € D. Wir definieren T(Q'") := (Q)’, wobei die

konvexe Enveloppe auf dem Intervall [u,,u,] gebildet wird. Dann gilt

Ur Ur Uy
[ r@yau= [ (@) du= Q) - Qu) = Qur) - Qu) = | Qwdu
Uy Uy Ug
Um (*) zu zeigen, reicht es, nachzuweise, daf8 (i) gilt, das heifit Q) < Q) = T(Q}) < T(Q%)
fiir @1 = @Q und eine weitere lineare und stetige Flufifunktion Q.

Zum Beweis nehmen wir das Gegenteil an, und sei [u1,us] das Intervall, dessen Endpunkt
uy am néchsten liegt, mit der Eigenschaft Q' > Q5. Ferner sei us maximal gewiihlt. Nach

Konstruktion mufl u; eine Knickstelle von @1 sein. Daher gilt Q1(u1) = Q1(u1), wihrend
ug eine Knickstelle von @2 sein mufl. Daher gilt Q2(u2) = @Q2(u2). Verwenden wir diese

Identitéiten sowie die Tatsache, daf3 die untere konvexe Enveloppe niemals die Funktion selbst
iibertrifft, so folgt

Q2(u2) — Q2(u1) < Qa(uz) — Qa(ur) < Qu(uz) — Qi(wr) < Qu(uz) — Qi(uwr),

ein Widerspruch. Wir folgern, dafl die Eigenschaft (i) des Crandall-Tartar-Lemmas erfiillt ist,
somit (iii) gilt und daher (x).

Aufgabe 3 (6 Punkte) Ermittlen Sie die Normalform des Systems

ou ov Ow @_ @ 28710

i) — 42—+ — 2 242 =
(x+)6$+ 8x+8x+(x +6)8y (1:+)8y+ By 0,
Lou 00 0w 50w 300, 0w

2 0x o Yoz 20y 20y yay_’
g—z—l—sinx%—k?)g—j+(1+sin:c)g—z+(sinx—1)g—z+6%—j:O.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3 Das vorgelegte System ist von der Bauart Au,+Bu, =0
mit B = AC,

2+4 2 1 1 =1 0
A= . 2 -y |, C=|1 1 0
1 sinx 3 0 O
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Wir nehmen an, = und y seien so gewihlt, da det A # 0 gilt. Dann kénnen wir mit A~!
durchmultiplizieren und erhalten das System u, + Cu, = 0. Offenbar ist in diesem System
die Gleichung fiir w von denen fiir © und v entkoppelt, wenn wir u = (u,v,w)T setzen. Die
relevanten Eigenwerte ergeben sich aus det (AA — B) = 0, also det (Al — C) = 0, d.h. aus der
Gleichung

2-N(1=MN*+1)=0.

Wir erhalten A\; = 1414, A2 = 1 — 14, A3 = 2. Zu diesen Eigenwerten gehoren folgende
Eigenvektoren von C:

1=
0
Normiert lauten diese Vektoren
1 i
Pl:ﬁ (1) P2=% (1) , P3= (1)

i .
f) 1 ) 132: 1 ) 133: 0
0 1

In unserem Beispiel gilt p}C = )\p;, und wir erhalten die Normalform mit

0 0 0 0

T

_— = = 1 2 : _— = —_— —_— == 1 -
Py u ’ 14 ’ 737 87@ Qy o + /Bf aya Qy ) ﬁf >\Z

Aufgabe 4 (6 Punkte) Beweisen Sie Lemma 3.3.1.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4 Der Fall det A = det B = 0 kann als Entartungsfall
angesehen werden. O.B.d.A. setzen wir daher det A # 0 voraus. Aus

Au, + Buy +f=0 (7.0.1)
folgt dann
u, + AilBuy + A7 =0; pTu,+ pTAleuy +plA~f=o.

Sei nun Ay € C, und Ay > oo Losung der Eigenwertgleichugp}()\gl —A7'B) = C und
pe+ der zugehorige Eigenvektor (dann ist pyy Eigenvektor zu Agy ). Aus

p;r-i-ua: + pgz.AilBuy + pgT_,_Ailf =0
folgt wegen /\g+p;+ = pLAilB die Gleichung
peTJrux + )\g+pgT+uy + pLA_lf =0.

Weiterhin folgt
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Opey e 0Pl op/,
ax p£+uy * oy N _pHA B o ox Ut At dy -
Mit wy := pZF -u folgt
8wg Owyp ) ) T 1 8pZr 8p2+
ax )\g a—y = Fg . (1 — Z)\[+), Fg . (1 — ZA[+) = —pg_,_A f + a[L’ + )\(+ 6y u

Wegen ImApp > 0 folgt 1 —idpr = 1 — i(Redp + ilmApy) = (1 + ImAsy) — iRe)y, also
1 —iAgy # 0. Division durch 1 — i\ fithrt auf

0 0
W _F t=1,...m.
1—Z)\g+
Wegen der Identitét
a+ b 1 . 14+ider 1 _
— = b)+ ——— - =(a—1b beR
= 2(a—|—z)—i-1_i)\pr 2(@ ib), abe€
0 0
folgt fiir a := %, b:= aiye:
1 /0wy Owy 1+ 1 Oowy Owy
— - = — =F, (=1,...
<8x +Z8y>+1—i)\g+ 2\ Ox Z@y b R
also B P 14X
W Qi W0, f=1,...m, mit Q= — 20, < 1.

1—idey
Wie in der Vorlesung (zu P1,.--,Pm gibt es ein System qi,...,qm o, daB prqs = s

fir 1 < k4 < m und Z;”leép)qy) = 0pr, 1 < p7 < m) folgt die Darstellung von u
(“Riicktransformation”)

= Z ’wg($,y) q@(livy)'
/=1

Die Funktion Fy = Fy(x,y,w) ist damit fiir £ = 1,...,m definiert durch

@) = =5 { (prA™) (wa) - £ (%%sz(%y) qe<m,y>)

/=1
x y)) Y S we(zy) qe(x,y)} :
/=1

8p2+ BPL
+ ( 9 (z,y) + Aew(2,y) 3

Aufgabe 5 (6 Punkte) Wir betrachten ein quasilineares hyperbolisches System
Oou OF(u)

E—i_ ox

Eine i-Riemann-Invariante des Systems (7.0.1) ist eine glatte, skalare Funktion w mit

Vw(ua) -ri(u)=0 YueO.

=0, ucOCR", Fec(C'R)" (7.0.1)
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a) Das sogenannte p — System

ou (91}_0 ov  Op(u)

ot dr At Oz
beschreibt die eindimensionale Stréomung eines isentropen Gases in Lagrangeschen Koor-
dinaten, wobei u die Geschwindigkeit, v das spezifische Volumen und p = p(v) der Druck
ist mit p’(v) < 0. Geben Sie fiir dieses System 1- und 2-Riemann-Invarianten an.

=0

b) Verfahren Sie ebenso mit den Gleichungen der eindimensionalen Strémung eines poly-
tropen Gases, wobei p die Dichte und v die Geschwindigkeit ist:

00+ 9 oy =0, %22

9 2 7Y —
ot Oz g P el = 0.

ot ox

c¢) Das System (7.0.1) hat ein Koordinatensystem von Riemann-Invarianten, falls es n Funk-

tionen wi, ... ,w, auf O gibt mit der Eigenschaft, daf§ fiir allei und j = 1,... n mit i # j
wj eine i-Riemann-Invariante von (7.0.1) ist. Zeigen Sie, daf8 die integrable Normalform
eines Systems (7.0.1) mit einem Koordinatensystem von Riemann-Invarianten wie folgt
lautet:

ow 871)2'

— + A= =

0i ox

d) Hat jedes System (7.0.1) ein Koordinatensystem von Riemann-Invarianten ?
Losungsvorschlag zu Aufgabe 5

a) Die Funktionalmatrix des Systems lautet

0 -1
Jr =
p'(u) 0
mit dem charakteristischen Polynom A2+p/(u) = 0. Die Eigenwerte sind Ay = —+/—p/(u),

A2 = —y/—p'(u). Die zugehéorigen Eigenvektoren sind

1 1
r| = 1 ( —p'(“)> und 1o = E ( —p'(“y) :
2 -1 2 1

Fiir r; folgt die Riemann-Invariante aus

_ 1 (9101 _ 811)1
A /—p/(u) ou ov

FEine Losung dieser Gleichung ist

wi (u,w) = /u vV —p'(s)ds + v.

=0.

Analog folgt

wa(u,v) = —/UZJT(S)dS—U.
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b) Mit U := p, V := pv lautet das System

ot

T T o T

F‘FHUPV

oU oV aV a(v? )_O

mit der Funktionalmatrix bzw. dem charakteristischen Polynom

0

2
—% + ryUL 2%

also

v V2
. — - _ - _ 71—
] ;o (=) (2 i >\> + 75— U 0,

v

=1 1V
)\1sz2 E, )\QZ—MU2 +5

Die Komponenten der Eigenvektoren folgen aus dem System

FVRUT - §

1 Di

—‘J—ermUV*l $MU%+% Pi2

somit gilt

1
P1 = — , P2 = — .
<,//<;7UW21+%> (—\/n7U721+%>

Die Riemann-Invariante folgt aus

811)1

u

L_l
(WWJ? 7)o

Wir erhalten (beispielsweise) folgende Losungen:

—
wy = U

2P e 262 o

c¢) Das System schreiben wir als

ou u
Wir schreiben nun — und —

ox

ot
Jr(u):

Damit lautet das System

- Y

v—1 v—1
262 L 2m)'2 o
v—1 v—1
ou Ou
als Linearkombination der Eigenvektoren r; bis r, von
du
oary + ...+ apr, = —, (7.0.2)
ot
ou
511‘1 4+ ...+ ﬁnrn = % (703)
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n(airi + )\Zﬁzr,) =0. (7.0.4)
=1

Multiplizieren wir von links mit Vw; und beachten wir, daf} die Funktionen w; bis wy,
genau dann ein Koordinatensystem von Riemann-Invarianten bilden, wenn gilt:

0 falls i # j,

40 fallsi=j, ()

Vw;(u) - ri(u) = {

so folgen aus (7.0.4) die Gleichungen
a;Vw;(u) -rj(u) + A\;j5;Vw;(a) -rj(u) =0, j=1,...,n (7.0.5)

Multiplizieren wir andererseits (7.0.2) bzw. (7.0.3) mit Vw;(u), so folgt

du  Ow;(u
0y Vuy () - (1) = V() - 20— O8]
ou  Ow;(u)

. . ST = : =" 49=1,...,n.
ﬂ] V’LU] (u) T (u) Vw] (u) or o ) ) g
Setzen wir dies in (7.0.5) ein, so folgt die nachzuweisende Gleichung

Owj 3Oy g
ot or T

d) Nein. Jedes System von zwei Erhaltungsgleichungen mit zwei Unbekannten hat zwar ein
Koordinatensystem von Riemann-Invarianten. Fiir n > 3 sind die n(n — 1) Gleichun-
gen (x) fiir die n gesuchten Funktionen wy, . ..,w, jedoch im allgemeinen iiberbestimmt.
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Ubungsblatt 10
Aufgabe 1 (6 Punkte) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
Uy — Vp =0, (nym)ux+yuy+yvx+vy+u:O.
a) Untersuchen Sie den Typ des Systems.

b) Im Falle der Hyperbolizitét bestimmen Sie die nicht integrable Normalform.

¢) Bestimmen Sie dann die integrable Normalform.
Loésungsvorschlag zu Aufgabe 1  Das System kann in der Form
Au, + Buy+f=0, u=(uw) (7.0.1)
geschrieben werden mit

0 -1
A=Alzy)=|
Y-z oy

Es gilt

M —-B=

-1 —A
AyP—z)—y dy—1]°
det MA—B)=1-Ady+ (1> —2)A\2 —yA = (y® — )\ — 2y + 1.

Im folgenden betrachten wir y? — 2 # 0; dann

\ CyEVYPE -0 )yt
1,2 — —

’ Y2 —x y2 —x

Fall 1: Sei z < 0, dann A <0, A\12 € C, A\g = 1. Das Supremum ist elliptisch.

Fall 2: Fiir x = 0 ist \; 2 = 1/y fiir y # 0. Das System ist parabolisch, falls es zu diesem
Eigenwert genau einen Eigenvektor gibt (wird gleich gezeigt).

Fall 3: Fiir x > 0 sind Ay # Ao € R mit A\ = y_lﬁ, Ao = y+1\/5' Das System ist hyperbolisch.

Es gilt

MA—-B=

1
y—VzT ]
y .
v y—Vz 1

Der Eigenvektor p; ergibt sich aus der Gleichung fiir p{ (z,y) = (a(x,y),ﬂ(x,y))T:

(e« B)(MA-B)=(0 0)

mit der Losung B(x,y) = 1, a(x,y) = /z, also p1 = <\{5) Analog erhalten wir
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1

S B CIC A A
JE b1 PABY = sy ) ~\ 21 )

y+ve Y
Offenbar sind p; und ps linear unabhéingig. Um die nicht integrable Normalform zu bestim-
men, multiplizieren wir (7.0.1) mit p; bzw. p; und erhalten p;Aux + szuy + pi =0,
{=1,2.

Aus p; (\pA — B) =0 folgt p; B = p, \¢A und damit

MA—-B=

p, A(u, +\uy) +p/f=0, £=12.

0 0
Durch Einfithrung von i = — + Ap—, £ = 1,2 folgt die nicht integrable Normalform
0y Ox oy
pTA-a—u—l—pr:O (=12 (%)
T oy T ’ ’

Ausgeschrieben lautet (x) wie folgt:

0 -1 Uy + AUy 0 B _

(v 1)[y2x , ](wmy)*(ﬁ 1)(u>—0 (t=1),
0 -1 Uy + AUy 0 _ _

(Ve _1)[?;2—1: y ](Ux+)\2vy)+(ﬁ _1)<u>_0 (£=2)

also

0 (s ) 1o

07 =) (et )~ 0+ vE) (st v, ) —um0)

Um die integrable Normalform zu bestimmen, bendtigen wir Vektoren

qQi,q2 : {(z,y) ER2’m>0,y—:€27§0} — R?

mit kaqg = 0ge, k£ = 1,2. Die Losung dieser vier Bestimmungsgleichungen lautet hier

1 1
ql(xvy) - (2\1/5> ) qZ(xvy) - (2_\/f> .
2 2

Mit Hilfe dieser Funktionen fithren wir nun die Funktion U := (U;,Us) wie folgt ein: Up(x,y) :=
(p; Au) (z,y), £ = 1,2. Wir erhalten hier

Ur(zy) = (y° —x)u(zy) + (y — Va)v(zy), Us(zy) =—° —x)u(zy) — (y+ Va)v(zy).

Es gilt die Riicktransformation

u= (Z) =U1 A q + U A qo.
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Mit den Funktionen U; und U, folgt

oU, U

0 ou
L= (p]Au) = —(psAD)u+pl A—, (=12

e’

ou
Aus der (nicht integrablen) Normalform folgt p;Aa— = —pi , £ = 1,2 und damit
e

Oug 0

2
3y = 79 oy (Z UjAl%') -p/f, (=12

=1

Im vorliegenden Fall erhalten wir:

IA:(yzimayi\/E)v

) (vt 33—y
(l4) - (=)

prA=(~(y* —x),~ (y+ V7)),

=

i(prA):<\/5—y_ y+3v/x >
D2 \77 y+va 2z (y+ve))
1
| o)
14—1(1175 fiyif)>7
Nz
1
Afqu_% ﬁ<y+ﬁ)>7
VE

Wegen der hier vorliegenden Form von p;f folgt:

e

_j=1

2
(2 (b a) + 0 ) S W), =12

also

_(ytVE ey o
o) = (T =) ~ (VA

_(VrEmy o yE3VE o
stea = (VA 3 ) - R,

Mit



224 7 Ubungsaufgaben mit Lésungsvorschligen

2 1 1
1 T(Y—/T 1 x x
ZUjA_1Qj:U1'§ (fy \F)>+U2'§<f(y+\ﬂ>

Jj=1

folgt die integrable Normalform

1 1
O _ o [ VEly—va) |y 4 @ [ VEEVE | g,
oy 2 7% 2 7% ’
1 1
oy _ g ( Valy—va) U+ 22 [ Ve | g
Oy 2 _% 2 _ﬁ

Aufgabe 2 (6 Punkte) Stationére wirbelfreie ebene isentrope Gasstromungen werden durch
folgendes System fiir die Geschwindigkeit u = (u,v) beschrieben:

Uy — vz =0, ug(a® — u?) — uv(uy + vg) + Uy(GQ — %) =0,

wobei die lokale Schallgeschwindigkeit a durch

k—1
0¥ = ag - —5—(u’ +v7)
2
gegeben ist. Hierbei bezeichnet ag die Ruheschallgeschwindigkeit (bei Luft: ag ~ 300m/s),
und x den Adiabatenexponenten (bei Luft: £ ~ 1.4). Im Sonderfall a® = u? = 0 heifit a, = |v|
“kritische Geschwindigkeit”. Untersuchen Sie den Typ des Systems.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2 Das System kann mit u = (u,v), uy = (ug,v2), Uy =
(uy,vy) in der Form Au, + Bu, = 0 geschrieben werden, wobei

Man rechnet leicht aus:

det (VM — B) = (a® — u*)A\? 4 2uv) + a® — v,
det (A — puB) = (a® — v*)p® + 2uvp + a® — u®.
Wir betrachten zunéchst die Gleichung det (AA — B) = 0.

Fall 1: a® — u? # 0; dann gilt

Ny —uv + /u?v? — (a® —u?)(a® —v?)  —uwwEVu2+ 02— a?
1,2 = a2 — u2 - a2 — u2 '

1.1. Ist A= u? 4+ 02 —a? <0, also u? 4+ v? < a?, so gilt A2 € Cmit Ay = A1; dies ist ein
elliptisches System (Unterschallstromung).
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1.2. Ist A > 0, so sind A1 # A2, A;,A2 € R, und es liegt ein hyperbolisches System vor
(Uberschallstromung).

uv uv
1.3. Ist A = 0, dann u? 4 v? = a® und v? = a? —u? # 0. Dann ist A\ = 55 =5 =
a®—u v

¢ doppelter Eigenwert. Die Eigenvektoren ergeben sich aus p' (AA — B) = 0 mit
v

A = —u/v. Ein Eigenvektor ist dann z.B. (?) Das System ist parabolisch.

Fall 2: a®> —u? = 0. Wir ermitteln den Typ des Systems aus der Gleichung det (A — uB) = 0.
Diese Gleichung fiihrt auf ((a® — v*)p + 2uv)p = 0. = 0 ist ein Eigenwert.
2uv

2.1. Ist uv # 0, dann (a? — v = —2uv #0 = a?> —v? #0 = s = — 5. Wegen
a”® —wv

11 # po liegt ein hyperbolisches System vor.
2.2. Sei uv = 0.

a) Sei u =0, v # 0. Aus a® — u? = 0 folgt a = 0 und damit aus

2 o k-1 4 2y . _ _
a® = ag 5 (u*+v%): || =ap =

Aus ((a* — v?)p + 2uwv)p = 0 folgt —v?pup +2-0-v =0, also pe = py = 0. Der
doppelte Eigenwert 1 = 0 hat einen einzigen Eigenvektor, und das System ist
parabolisch.

-1 2
b) Seiu;«éO,v:O.Esfolgtu2:a2:ag—ﬁ2 (u2+02):>u:a0,/?.Dies
K

ist eine transsonische Strémung mit a?us = 0, also p = 1 = 0. Das System ist
wiederum parabolisch.

Aufgabe 3 (6 Punkte) Beweisen Sie die Behauptungen des O. Perronschen Beispiels in
§ 5.3.2.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 3 (Die Losung dieser Aufgabe iibernehmen wir hier aus
G. Hellwig, Partial Differential Equations, Teubner Verlag, Stuttgart 1977; Abschnitt 3.2,
pp. 83-85.)

Die Typklassifizierung rechnet man leicht nach.

(1) Ist @ > 0, dann folgt die Notwendigkeit von f € C° trivialerweise aus dem System. Wir
iiberfithren das System

=y —uy — vy =0, u(0,y) =0,
62 = AUy — Vg — Uy + f(x + y) = O> U(Ovy) = 07 (*)
a = const.

in die Normalform. Sei ¢! := \/a (' + (2, ? := —\/a(* + (2. Dann gilt
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7 Ubungsaufgaben mit Losungsvorschligen

—%(\/51)3;+(a—\/a)vy)+f(a:+y):0,
\/La(—\/avz—&-(a—i-\/E)vy)—i-f(m—i—y):O.

Die charakteristischen Richtungsableitungen sind gegeben durch

a=(Vaa—va). a=(-Vaa+a). ()

Mit den Funktionen

U:=u-— Vi=u+

Bk

v
\/a )
folgt die Normalform

V&+f(x+y):0

mit den Anfangsbedingungen U(0,y) =0, V(0,y) =
0. Wir suchen nun die Losung an der Stelle £,n7 und
betrachten die charakteristischen Kurven durch &7,
die natiirlich (**) entsprechen miissen: P2

Y 4

a: x=+at+E, y:(a—\/a)t—i—n,

a: x=—var+¢, y:(a—i—\/&)T—&-n. p(&m)

o]

Zu den Punkten pi,po und p in der Skizze gehéren

D1
die Parameterkurve ¢ = v ik %, t=71=0.

\4

Ferner werden aus U, und V in (8) U; und V;, und T
Integration entlang «,& und Beachtung der Anfangsbedingungen liefert

0 &+
ven=-[ s(arrer@-vara=-1 " e

—£/\a @ Jetrn—+/ag
0 1 &t
V(f,n)z—/ f(—\/57+£+(a+\/5)f+n)d7=——/ f(z)dz.
&/Va A Jetn+/at
Hieraus erhilt man schlieBlich
| faty+vas ] sty—vae ]
we) =g, [ 7 @y [T e
) = = [ )
v(T,Yy) = —F— z)az,
2\/a z+y—yazx

was den Beweis abschlieft, denn offensichtlich ist f € C° eine hinreichende Bedingung
fiir die Wohldefiniertheit von u(z,y) und v(z,y).
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(2) Ist a = 0, so fithren wir neue Koordinaten £ = x, n = x + y ein. Dann nimmt das System
(x) die Form
ue —vy =0, ve=f(m); wOn) =0, v(0n) =0
an. Integration der letzten Gleichung liefert v(&,n) = £f(n). Aus der ersten Gleichung

2
folgt u(&,n) = 5 '(n) und schliefSlich

2
T
uwy) = 5@ +y), vwy) =af@+y),
woraus sich das gewiinschte Ergebnis ablesen 14t.
(3) Wir betrachten den Fall a = —b? mit b > 0.

(a) Wir zeigen, daf die Analytizitdt von f(x + y) notwendig ist. Hierzu fithren wir neue
Koordinaten ¢ := bx, 1 := = 4+ y und neue Funktionen

_bu—/f V=u

ein. Nach einer kurzen Rechnung erhalten wir fiir U und V das Problem
U=V, =0, Uy+ Ve =0; (0,m) /f V(0,m) = 0. ()
Das System ist in die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen iiberfithrt worden.
Damit ist F({) = U + ¢V eine analytische Funktion in { = £ + in fiir £ # 0,
1 [m
die gegen ~3 / ft)dt fir &€ — 0 konvergieren sollte. Nach dem Schwarzschen
0
Spiegelungsprinzip (Analysis III) folgt, dal f analytisch sein mufi.
(b) Wir zeigen nun, dafl die Analytizitit von f(z + y) hinreichend ist. Die eindeutige
Losung des Systems
U3y = Udy, Utz =0 mit wu3(0,y) =0, us(0,y) =y
ist offenbar gegeben durch us = x, uq = y. Setzen wir u = u1, v = ug, dann kann
(*) auf die Form
Uty = Uty + Uy, U2y = aULy + Uy + f(uz + ua) ugy,
U3y = U4y, Ude =0
mit u;(0,y) =0, i = 1,2,3, ug(0,y) = y gebracht werden.
Der Existenzsatz von Cauchy-Kowalewski liefert nun das gewiinschte Ergebnis.

Aufgabe 4 (6 Punkte) Fiir das Stromungspotential ¢(z,y) stationérer ebener Gas-
stromungen gilt die Differentialgleichung

(0% = (02)) Paz — 2020y Pay + (0 — (9y)?) gy = 0
mit
k-1
a* = = —(uwp, —w?),

und der Maximalgeschwindigkeit wy,.

w? = (o) + (pr)27 k=const. 21, w < wpy
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a) Priifen Sie, ob es in einer Umgebung des Nullpunktes z = 0, y = 0 fiir analytische
Vorgaben ¢(z,0) = f(z), ¢y(2,0) = 0 eine Losung gibt.

b) Unter Vernachliissigung der Anderung von a? berechne man die Reihenentwicklung um
den Nullpunkt fiir die Vorgaben ¢, (z,0) = a + cz, ¢y(2,0) = 0 mit a > 0, ¢ > 0, bis zu
den Gliedern vierter Ordnung. Man gebe den Verlauf der Stromlinien in der Umgebung
des Nullpunktes an und bestimme unter Beriicksichtigung der Glieder bis zur zweiten
Ordnung den Verlauf der Schallgrenze (wo (¢;)? + (¢y)? = a? gilt).

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 4
a) Die Anfangskurve ist in (0,0) nicht charakteristisch, denn
Fi(2")? — Foa'y' + Fo(y)? = a® — 4,02 #0

wegen ¢, (z,0) = 0 und a # 0, falls w2, # f?(z). Die Differentialgleichung muf nach ¢,
aufgelost werden:

1
22 @5{@2 — ©3) Paz — 205y Pay }-

Pyy = —

Wegen ¢,(2,0) = 0 und a # 0 ist die rechte Seite in einer Umgebung von = = 0,
y = 0 analytisch. Da die Anfangskurve analytisch ist, und die Vorgabe ¢, (z,0) = f(z)
analytisch vorausgesetzt werde, gibt es nach dem Existenzsatz von Cauchy-Kowalewski
in einer Umgebung von « = 0, y = 0 eine Losung, die in eine konvergente Potenzreihe
entwickelbar ist.

b) Fiir die Reihenentwicklung erhélt man:

. 2000y Pay — (a2 - ‘P?g) Prx
G .
1
a? — gog

Pyyz = {2 [somwy%y + Paphy + PoPyPaay — (6° = P2) Poae + 2%%2} }

29090903190901/ - (CL2 - SDQ%) Prx

2 2
a —(py

+ 20yPy

1
P = m 2 (2] 0062y + Potrboy + Pepurm — (6% = 93) Pray + 200Puypra |
Y

2000y Pay — (a2 — ©2) Pua

+ 20y 0yy (a? — 4,02)2
Y

Wir erhalten:
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0e(2,0) =a+cx, @y(x,0)=0;
2
c
Vaz(2,0) = ¢, @yy(2,0) = o) z(2a + cx);
2c2
Soxxx($ao) =0, @mxy(:[;ao) =0, pryy(xao) = ?(a =+ C$)7 pryy(l'vo) = 0;

ng(0,0) = a;
©y(0,0) = oz = oy = Pyy = Pavs = Pray = 0;
pryy(ovo) = g;
a
Pyyy(0,0) = 0;
(P:L’xxa:(wvo) = ‘pyx:tx(xao) = 0;
3
Pyyaa(2,0) = 2ai2’
Pyyye(2,0) = 0;
‘waww(ovo) = @ymxw(ovo) = 0;
Pyyy(0,0) = 0;

a— 20000y P
Pyyyy(2,0) = T2 Soygc Puayy(T,0) + —;2 iyy(me (z,0)
Y y

2(a +cx)? - 2¢3

und somit @y, (0,0) = 4c?/a®.

Somit gilt
far+ St 4 S 2822 10
= ar+ —z° + —x ——z ——
¥ = %o 5 d YTt Y T2y 5
2 3
2, C 2
Yr=a+tcr+ —y + STy  +...,
a a
2 3 3
c c 2c
=2— 2y + Syt
Py a$y+a29€ y+3a2y +

Fiir die Stromlinien gilt daher in Ndherung

dx P a? (a+ cx + (c2/a)y?) (0.30) ’
b 22 [y+ay Ty , _2c2
y = —_— — B} ( . ) — —23/0
a (...) Owo) @

und somit
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2,
y(x) = yo 1+¥:p +....

Beriicksichtigt man fiir die Schallgrenze nur Glieder zweiter Ordnung, so gilt

? 2 2¢2 2 9
a+cr+ —y +|—=zy) =a”,

a a

% + 2¢*y* + 2acx = 0,
2

$2+2y2+—a93:0.
c

Dies ist eine Ellipse mit Werten bei z < 0. Vernachlédssigt man die y—Komponente der

Geschwindigkeit, so erhélt man die Parabel

2 \? 9 a
atcc+—y| =a°, also y=-—-=x.
a c

A

\
\_/ Stromlinien
(c>0)

ey —

v
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Aufgabe 5 (6 Punkte) Beweisen Sie das zweite Hopfsche Lemma 6.1.7.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5 Sei P = (x,yp) der Randpunkt, an welchem das
Maximum angenommen wird. Wir betrachten die Kreisscheibe K7 um einen Punkt (Z,7) € G
mit Radius ry, wobei Z,y und r; > 0 so gewé&hlt seien,
dal P € 0K, gilt. Ferner sei K5 die Kreisscheibe um P
mit Radius r;/2. Wir definieren nun die Hilfsfunktion

g

h(z,y) = exp (—a [(z — 2)* + (y — §)?])

— exp (—ar%) ) i
wobei a so grofl gewihlt sei, dal Lh > 0 in Ko gilt (hier
wird die zusétzliche Voraussetzung fiir den Fall, dal P ein
parabolischer Punkt ist, benttigt). Dann betrachten wir
die Funktion v = w + ¢ - h. Nach dem ersten Hopfschen
Lemma gilt: Ist u # M, dann u < M auf K;\P. Wir
beachten ferner, dafl h = 0 auf 0K; gilt. Wir wihlen
nun ¢ so klein, dal v < M auf dem innerhalb von K;
liegenden Rand von K gilt. Damit gilt v < M auf dem
gesamten Rand des schraffiert eingezeichneten Bereichs.
Da dort Lv > 0 gilt, wird das Maximum von v an P mit v(P) = M angenommen. Daher gilt
an P

=

o _ou o
on  On Ean '

Wir zeigen nun, dafl 0h/0n < 0 an P gilt, d.h. du/On > 0. Wihlen wir (Z,7) als Ursprung
unseres Koordinatensystems und r als euklidischen Abstand, so gilt h = e—ar’ _ e_o”’%; also

% = —2awe_m2, g—z = —2aye_m2
und somit o 5
== 2qe (xn1 +yng) <0  und daher o
on on

Das Beispiel uyy + %uyy =0,G:= {% << 5,0<y< 1} zeigt, dal die Voraussetzung fiir
parabolische Randpunkte tatséchlich notwendig ist. Hier ist y = 0 eine Parabolizitétskurve.
Eine Losung ist u = —y?sinz 4+ 1. Dann ist = ‘%r, y = 0 ein positives Maximum, aber
Ou/On = 0 dort. (Nach: G. Hellwig, Parital Differential Equations, B.G. Teubner, Stutt-

gart 1977, p. 93)
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